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摘 要

用古典概率的方法
,

提出不动点算法中标号法效率的一种量度
,

并进行数值试验
.

关扭词 不动点算法
,

效率
,

古典概率

1
.

标号法的一般叙述

考虑用整数标号单纯不动点算法计算连续映射厂
: R

” ` R
”
的零点的问题

。

称 R
”

中有限个过原点的
, 一 1维超平面决定的半空间的交集为 R

”

的一个角锥
,

它的

边界可以是开的
、

闭的
、

或分片开的或闭的
。

边界上点的归属无关紧要
.

定义 1 将 R
”

分割为
: + 1个角锥丫

。 , 丫: , … , 了。
的一个分割

,

称作是象空间 R
”

的一

个标号分割
,

记作 r = 行
。 , … ,

人 }
.

按照下述方法
,

标号分割已将标号法完全确定
。

定义 2 给定 f : R
”
, R

” ,

R
”
的一个单纯剖分 T

,
R
”

的一个标号分割 r = <丫
。 ,

…
,

介 }
.

记 T的顶点集为V ( T )
.

称对应 :L V ( T )` <。
, … , :

}为 R
”的一个基于剖分 T 和标号

分割 r 的由 f 诱导的标号法
,

如果对每个顶点“ V ( T )
,

(L x) 封 当且仅当 f ( x)
“
灼

.

在不致混淆时
,

也说 L 是 R
”
的一个由 f 诱导的标号法

,

或只称 R
”
的标号法

.

我们关于标号分割和标号法的叙述
,

概括了一切现有的整数标号法
。

例 1 。 = 1时的不动点算法就是对分区间套法
.

R
’
的标号 分 割只 有 两 种

: 丫。 二

( 一 co
,

0〕
, 丫; == ( o

, + co )和丫
。 =

( 一 co
,

o )
, 丫: = 〔o , + co )

,

它们都对应于对 分区间

套法
。

例 2 将 R
`
与复数

:
平面 C 等同

,

辐角
a r g :

取值限制在 ( 一 二 ,

幻
.

取 丫。 =
{耗:c

: = 0或 一 万 / 3提 a r g z ( 兀 / 3 }
, 丫 , = {

: 。 C : 二 / 3 <
a r g z

( 二 }
, 丫: = {

之。 C
: 一 二 <

a r g z
( 一 二 / 3 }

,
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显然r = 谧丫
。 , 丫, , 了2

}构成 R
“
的一个标号分割

.

按照 (L 的 二 j当且仅当丈(
:
)鲜

, ,

我们得到

R “的 K t : h 。
标号法 〔 2

0
.

为此
,

称上述标号分割 r 为 R
”
的 K u l ; n

标号分割
.

例 3 相应于所谓标准标号法 〔“ 〕的是 R
”
的标准标号分割r 二 {下

。 , … , 了。

}
,

其中

) 、 二
弋

x o R
” : x :

( 0 }
,

丫, =
弋

x e R
月 : x ,

) 0 , x :

( O }
,

了 f: 一 * 二 丈x o R
,` : x ;

> 0 , … , x ,: 一 ,

> o , x ,;

簇 0 }
,

丫。 = 哎
x o R

” : x ,
> o , … , x 。

> 0 }
。

R
”

中角锥了的测度二 (们定义为丫与 R
”

中
。 一 1维单位球 S

“ 一 ’
之交在尹

一 ’

中的测度
.

对于

标准标号法
, m (了

。

) = m a x
(
。 :

(丫
,
) }

, m (了
。

) = m i n
{
。 2

(丫
,

) }
,

并且
, n
(丫

。

)
= 2”

一 ` 二 (了
,:

)
.

由此引入标号分割的对 称系数的概念
.

定义 3 设 r = 左丫
。 , … ,

介 }是 R
”
的一个标号分割

.

称非负实数 刀 = m i n
{m (了j) 》 /

m a x
( m (了

,

) }为 r 的对
`

称系数
,

并 记作袱 r )
。

显然
,

对于 R
”

的任何标号分割 r
, O < 城r ) ( 1

。

设 r
,

r /
是 R

”
的两个标号分割

,

当

袱 r ) > 城 r `
)时

,

自然地说 r 的对称性好于 r
` .

当 城 r )妻城 r
了

)时
,

说 r 的对称性不差

于 r 尹
。

例 一 设 r 是 R
”

的标准标号分割
,

则 : ( r ) = m行
。

) / m口
。

)
= m 行

。

) / z卜 ` m汁
。

) = 2`
一 ” .

可见
, ,
越大

,

对称系数越小
。

例 5 设 r =
<了

。 , 丫: , 了:

}是 zR的 K u h n
标号分割

,

显然城r )
` 1

.

可见
,

R
么

的 K u h n

标号分割具有最好的对称性
。

作为 K u
h

n
标号分割的推广

,

引入

例 6 R
”
的嵌入标号分割

:
将 R

”

嵌入 R
” + ` ,

成为经过
。 o = ( z , o , … ,

o )
, , 。 ` = ( o

,

1
,

o
, … ,

o )
T ,

…
, 。卜 ` = ( o

, … ,
o

, 1 ,
o )

T , v ” = ( o
, … ,

o
,

1 )
T
的

n 维超平面
,

并

仍记作 R
” ,

它是以
。 。 , … , 。 ”

为顶点的
n维标准单纯形尹的仿射 包

.

在 R
”

中取以 an 的重

心为原点的直角坐标系
。

这时
,

由尹的
: + 1个

: 一 1维面确定 的
: + 1个角锥 丫。 , … , 了”

组

成 R
”
的一个标号分割

,

称为 :lR 的一种嵌入标号分割
。

对于嵌入标号分割 r =
弋丫

。 , … ,

介 }
,

显然有m (了
。

)
=

·

一州
丫。

)
,

所 以 叭厂 )
= 1

。

可见
,

嵌入标号分割具有最好的对称性
。

2 标号分创的原效率

例 了 视 R
Z

同 C
,

令 丫。 =
(
: 。 C : : = o或 一 二 / 5 (

a r g : 簇 二 / 5 }
, 丫, 二 左: 。 C : 二

/ 5 <
a r “ 毛

对
,

y : = 丈戏 C : 一 万 < a r g :
< 一川 5 }

,

则 r = 行
。 , 了, , 下2

}成为R
Z

的一个标号分割
,

并且

刀( r ) 二 1 / 2 ,

与 R
“

的标准标号分割有同样的对称系数
.

例子说明
,

用对称系数来刻划标号法的效率
,

即使在
n = 2时也太粗糙

.

而随着维效
:
的增大

,

人们有太多的自由度去构造具有相同对称系数
,

但效率显然很不 相 同 的标号

分割
。

下面
,

按照不动点算法的机理
,

引入原效率的概念
.

不动点算法每一步走到的地方
,

都是一个
n维单纯形

,

其
: + 1个顶点在映射 步之下的

象正好分布在 R
”

的标号分割的
n + 1个角锥

。

丫

侧



竿 滩期 标号法效率的讨论及数值试验

定义 4
一

没 r =
王下

。 ,

…
,

丫” 》是 R
”

的一个标号分割
.

设 ,
。 , … , 万’ `

是脚卜 1个相互独

立的
, ;维随机变量

,

它们都服从标准的
n
维正态分布

。

在 g 。
了

… , , ’ `乡于属 ,石 … , 了。
的

条件下
,

凸包 co 。 {夕
” , … , 万”

}包含原点的条件概率
,

称作标号分割 r 的含原点概率
,

记作P ( r )
。

r 的含原点概率也就是向R
”

随机地分布
: + 1个点

,

在
, 十 1个点分属 r 的

·

: + 1个角锥

的条件下
,

它们的凸包包含原点的条件概率
。

例 8 设 r 二 (丫
。 ,

丫工,

丫2

}是 R “的 K o h n
标号分割

,

则

(P r ) 二 5 / 8
.

证明 要做的是古典几何概率计算
:
在 iz “

长
,

f 二 0,

z , 2的条件下
,

o o c o n 。 {
: o , : ` , z 名

}的条件概率
。

_

记 0 = 二 一 a r g : ` , 职 二 万 + ar g广
,

则 O《 a
, 切《 2万 / 3

。

当 。 ( 0镇 二 / 3
, 。 ( 中《 “ / 3时

,
0z 如果落在了

。
中图 1 虚线界

定 的区域
,

就育 o o e o : 。
{
: 。 , : ` , z ,

}
,

否 则 。及o n 。 笼
z 。 ,

: ’ , 2 2
}

.

所 以
,

这时 o o e o : v {
2 0 , : , , z

, 的概率为 P ( 8
, 甲 )

图 1

二 ( 8 + 中 ) / ( 2 , / 3 ) 二 s (口
+ 甲 ) /2军

.

同理可得
:

在0《 8
,
甲` 2万 / 3的条件下

,
o o c o : 。

{
` 。

` , , “ , 》的概率为
3 (日+ 中 ) / 2才

,

3 ( 8 + , / s ) /舫
,

3 (甲 + 万 / 3 ) / 2军
,

1 ,

0
-

当。《 夕《 万 / 3
, 。《 中《 才

/ 3
,

当O《 0 ( 才 / 3
, 万 / 3成甲《 2万 / 3

,

当军 / 3 ( 0《 2二 / 3
,

O《 甲《 二 / 3
,

当军 / 3成 0提 2才 / 3 , “ / 3《 甲撼 “ 一口
,

当 , / 3《 夕( 2 , / 3
, 二 一 O《 甲《 2军 / 3

。

“ ,

扩 }的概率为

/
.

|
口|诊
.、

l
月.

ee
几It、

一一
、 .了

甲.2

门é了.`

P

所以
,

在。簇口簇二 / 3的条件下
,

o “ e o ” v
{`

。 ,

: (。 ) =

丫
“
旦
弊吐

口, +

f
` J o

卢
兀 J

, “
/

3 3 ( o + 二 / 3 )

,
/

3 2军

d ,
1 /迢奥
尹 , 吞

= 」 ( 匹
+ a、

2万 、 4 1

在 万 / 3《 8《 2军 / 3时
, o o c o n 。 { : o , z ’ , : , }的概率

(P 的 _

丫 /
“

鲤士些 d。 +

f
“ 一口 而、 /丝

_ _
_

立
.

( 丝
二 一

介
.

` J 0 2万
`

J 二
/
。

`

沪
`

3 2万 、 1 2

这样
,

在君`〔丫i ,
i = o , 1 , 2的条件下

,
o` e o ” v

{之
。 , z ` , 之艺}的条件概率是

产 r ` /
3

p ( f ) =

LJ
。 3

2汀

丫 x -

(宁
+ “

)
` “ +

I
2 ,

/
。

二
/

:

立 了丝
, 一 。、 de 、 /

~

卫理 = 互
2万 \ 1 2 1 夕 / 3 8

例 9

证明

设 r = 行
。 , 丫:

}是 R
:
的标准标号分割

,

则 P ( r ) 二 1 / 2
。

记。 = 一 a r
gz

` , 甲 二 a r g护
,

由图 2可知。 ( 0
,
甲《 二 /2

,

并且总有
P ( 8

, q) ) = ( 8 + 中 ) /汀
.

所以
,

对于 o ( 0《 叮 2 ,

认
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, (。 , =

(f
/

3
0 + 甲

劝 /苍一 七(
“ 十

功
,

进而
,

加比、, (厂卜〔I:
/

2

簇(
。一手)

、 。〕z子
=

孟

符号意义均同例 8
。

引理 1 设 r 和 r 尹是 R
”

的两个嵌入标号分割
,

那末
,

P (厂) == P ( r
产
)
。

这是因为 r 和 r 声只差一个旋转
。

定义 马 设 r = {丫
。 , … , 丫” }是 R

”
的一个标号分割

.

分割 r 的原效率
,

其中 r .
是 R

”
的任一嵌入标号分割

.

引理 1 保证了定义的合理性
。

图 2

称 p ( r ) 二 (P r ) / (P r .) 为标号

例 10 设 r 是 R “的 K
u h n
标号分割

,

R .
的一种嵌入标号分割

。

例” 设 r 是 R :
的标准标号分割

,

有 p ( r ) 二 1
.

这只要注意 R
“

的 K
u h n
标号分割是

丫

则 p `r ’ =

合/备
=

合
S 橄位试脸

不动点算法的基本做法是
: ①给空间以适当的单纯剖分 ; ②对剖分的顶点集确定适

当的标号法 , ③按同标号顶替的转轴运算规则寻求剖分中的全标单纯形
,

作为问题的数

值解
。

对于剖分法的效率
,

已经有相当深入的讨论 〔` 一 ’ 〕 .

对于标号法效率 的 探讨
,

本

文尝试开头
。

以复平面自映射零点计算为例
,

进行了数值试验
.

在下面的例子中
,

以计

算每个零点所需要的函数计值次数N为算法效率的主要标志
,

N
`
对应 于 K u h n

标号分

割
,

N :
对应于标准标号分割

,

都使用采取 J
3

剖分的 K u h n
多项式求根算法一 阶多项式

的
:
个计算结果依次记为

z : , … , “ ” .

例 12 计算 f (
z
)

= : 2 一 1 0 0 1的根
,

见表 1
。

表 1
茸

一
…习

7
·

0 7 , 0 6 7 8 + ’ 7
·
0 7` 0 6 7 8

{ ” 5

{
一 7

· “ 7 1 0 6 7 8 一 1 7
·
0 7 1 0 6 7 8 } 1 1 5 }

1 2 8

1 2 8

例 18 在原点附近计算超越方程 3 : 一 1 一 c os : 二 0的 4个根
,

结果见表 2
。

表 2

,

…

一
…些阵

`

…
5

·

6 8 2“ ` 0 十 ` “ ·
6 6 0 5 0 , 2

{
’ 06

}川
2 1

一 2
·
2 ` 6 6` , 0 十 ` “

·
2 0 6 9“ 6

】
” 7

)
9 6

3

{
一 2

·
2 ` 6 6 7艺卜 ` 3

·
2 0 6 9 8 86

{
8 7

{”
O

4
{

“ ·
6 8 24 44 0 一 ` 3

·
6 6 0 5 0 ` 2 …’ 06 !

’ 06
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数值试验显示
,

原效率较高 的标号分割会带来较
!佰的算法效率 ( 降低 计算成本 )

标号分割的原效率是标号法效率的一种合理 的星度
.

高维情形标号分割原效率的计算
,

可以 采用蒙特卡罗方法进行
.
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