
第2 8卷
1 9 8

第 2 期
9年

中山大学学报 ( 自然科学版 )
A C T A S C I E N T I A R U M N A T U R A L I U M

U N IV E R S I T A T I S S U N Y A T S E N I

V o
l

.

2 8 娅
.

2

1 9 8 9

矩形域上的体积匹配样条

黎 罗 罗

( 计算机科 学系 )

摘 要

讨论矩形域上的一类体积匹配问题
,

导出其解函数的特征性质
、

存在唯一性及构造
,

它

是具有特定最佳逼近性质的双二次混合样条
.

关键词 体积匹配
,

样条函数
,

变分法

文 〔 1 〕及李岳生另文
` ’ ,

从变分观点分别研究了双奇次混合样条和 双 调 和 样 条
,

它们具有可贵的变分性质和最佳逼近 性质
.

本文从体积匹 配问题入手
,

讨论具有类似性

质 的偶次 ( 双二次 ) 混合样条
。

设有
x 一 y 平面上的矩形域 R =

(
a ,

b )
x ( 。

,

d) 及其分划 二 二 二 , x 二 2 =
( ( ix

,

夕
,

) }
,

其中

二 工 = {右 }
: a = x 。

< x l

< … <
x M 十 , 二 b

二 : = {夕
,

}
: c = 万。

( 夕 ,

< … < g 、 + , = d

记 子矩形 R i , = (
x s , x ` + l

) x ( ,
, ,

,
, + ,

)及 乙
l = b 一 a , 』2 = d 一 c .

体积匹配 I’q 题 ( V M )是指
:

求函数 S ( x , 参 )
。
H

` , ’
( R )自r

,

极小化如下泛函 J (功 )

合JI
* 〔田 ( 1 , 1 ) 〕Z

d · d , ·

省属{1〔功 “ , “ ’ ( x , c + k乙
2

)〕
Z
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·

J:
〔山 ( 。 , 1 ) (二 “ “ 1 ,

, ,〕
’

d ,

} ( 1 )

其中集合 r = r
尸

自r
。

n r F

用以刻划函数在 R 的角点
、

边界及子矩形上的匹配条件
:

厂
: =

{切 (
x , 夕 ) : 切 (杏

, 刀) = 丫
产 }_ ,

考
= a ,

右; 专 = c ,
d }

日
,,

r一 {
叨 `X , , ,

:

J
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切 (若
, , ) d , = p: , ,

若
一 a ,

乙; j 一 o , 1 ,

一 N ;

J::
“ 。 `一 , d· 二 户· ` ; : = 一 “ ; ` = 0 , `

, ` ’ `

; “
}

厂一 {
田 (一 ,

:

{文
, , 切`一 , d· d , 二 。` , , ` 二 “

,

` ,

一 M ; , = “
,

1
,

一 N

}
, , 。 、

p
_ 、

p
, `

及 。` ,
是 给定数据

.

相应的 齐 匹 配条 件用 r飞
、

式
、

r二表 示
,

0r
= r

5
` I ’ ,万 5 矛 尸 ”

本文 1 9 8 7年 n 月 17 日收到

l) 李岳生
,

圆域上双调和 函数插值和多点支承薄板集中应力计算方法 ( 待发表 )
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r
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r
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在H
’ , `

( R ) : r 。

中极小化 ` (叨 )的问题记为 ( V M
。

)
.

文 内其它记号同 文 〔 z 〕
.

特 另}J地 切 `优
, ” , 表 示 口淤

” 功归
x 水口。

” ; 理 解 厂
` 一 ` , ( x ) 二

f
、(才)山

, 。 (

一 ( , 卜 J{
。 (

￡
) d去

, 另外用 〔厂(
·

,〕 , ` 表示 , (· )在点一的跳跃量 厂̀一
0 ,

f ( x i 一 O )
·

类溉地规 定 〔 g (
·

)〕夕
, ,

「两

〔 叨 (
` , ’

) 〕二` , , = 〔功 ( 义 ` + o
, ’
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, 一

〔田 ( ` i 一 o
, ·

)〕 ,

用到这些跳跃量记号时
,

规定 二 在 R 外的值为 0
.

定理 1 ( V M )的解 s( x ,

妇 在子矩形
、

内网格线
、

内网格点及边界点上 的 特 征 性

质如下
:

1 ) s ` 3 , “ , ( x ,
方 ) 二 o (

x .

刀 )。 尺i , ,

i 二 O , 1
, ,

二 ,

对 ; j = 0
.

1
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…
,
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…
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,

o 有 〔S “ 一 “
, 3 ,
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,
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,

2 ,

…
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,
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. 、
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…
,
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2
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…
,
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、
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,
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(
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5 ) 对 言
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一 S ` ” 8 , (含刃 ) = 0 万。 〔 c ,

d 〕\ , 2

6 ) S ` 2 , 3 ,
( b

, , ) = o , 方。 〔 e ,

d 〕\ 二
2

7 ) 对 刃= c ,

d 有 S ` 3 , 。 , ( x , 刀) 一 S ` “ , ” ( x ,

刀) = 0 , x ` 〔 a ,

白〕\ 二
1

s ) S ` 3 , ” (
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d )
= o

, x 。 〔 a ,
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’
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,

2 ,

…
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1 2 ) 〔S ` ’ , 2 ,
(一 d )〕二 s = o ,

i 一 1 , 2 ,
’

二 ,

M
,

证明 将广义拉氏恒等式 ( 见文〔 2 〕第 1 章 ) 推广用于分部积分计算双线性型

· (二
, 。

卜 {{
二 ( 1 1 工) 。 ` 1 , 1 ) d X d。 +

戴l
b (切

〔 , , 。 ) . 。 ` , , 。 , ) ( x , e + 鹿乙
2

) d x

{
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a + k“ 1 ,

, ) d、
1

习
+

至被积分项中出现
? ` 一 ” 一 ” 、 ? `。 , 一 ” 或 v ` 一 ’ , 。 , .

整理所得各项
,

可遂一验证 1 )一12 )正

是变分问题 ( V刀 )的广义欧拉方程
。 ( S

,

占S ) = 0 V 6 S 。月
` , ’

( R )自r o

的特征性质
,

从而是 ( V肘 )的解的特征性质
.

} }
’
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,
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`

( c ,
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f

= 1

C
3

(〔 e ,

d〕\
二 。

)
,

r 、。二
’
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“

( 〔
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,

。百{功̀ }:
、
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、

〔 c ,
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二次多项式函数空间
。

定义 1 具有如下形式的函数之全体记

: (、
,

, ) = 泞(
二 ,

, ) +

觉乞
i = 1 了二 1

为 s ,
( D二D

l
, 二 )

:

(
x 一 x ` )岌 ( , 一 , ,

)二
C i ,

一
~ 一

.

又一~ 一 ( 2 )

其中 “ 。 N
。 ,

c i ,
为常数

.

记 S ,
( D二D
乙

, 二 ) 中 满 足 条 件 5

s
; ( 刀二弓

, 二 )
.

)一 1 2 ) 的 函 数 之 全 体为

定理 2 若 ( V M )有解 (S x
,

万 )
,

则必可表示为
M N

( x 一 x l’ )
S ( x , 夕 ) = 乞 ( 9 1(对 )叻̀ ( x

) + f i ( x
)功i (夕) ) + 习 习

c ` ,
-

一
一

i
= 1 `

二 l 了二 l

立 ( , 一 ;
,

)几
( 3 )

一
2

一一
2

而且
,

式 ( 3 ) 「扫。 i ` “ , ( D
l

, 二 2

)
: 〔。 , “ 〕上以 二 2

为单结点的二次样条函数集合 ; 类似地
,

f`。“ , (刀二
, 二 ,

)
.

于是
,

( 3 )为 二次混合样条
.

证明 由特征性质 1 )
、

4 )得到 S 的形式 ( 3 )
, 由性质 5 )

、 6 )可推知 乳 为 分 段

二次多项式
,

由 S o H
’ , `

( R )及性质 9 )
、 1 0 )可推知 g i o C

,

(
c ,

d )
,

即 g ` 为单结 点 二次 样

条
。

同法讨论 厂̀
.

不失一般性
,

_

以下选定二次多项 式 六
,

认

=
’

1 2 , 3 )其中泛函 义
,

f
`

( a + 任)
,
久汀= f ( b 一 0 )

( i = 1 , 2 , 3 )使 得 又, (功̀ ) = 群 , (功̀ ) = 6、
,

( i
,

r b
, “ 3

f 一 J
。
f (` ) “ x , “ ` g 二 “ ( “ 十 “ )

, “沼 -

t d
、 J _ _ _ _ ` 、

_ _
g (“ 一 ” )

, “ 3 9 “

J
。 “ ( “ ) “ ” , 己̀ 夕

是 人 r “ n e c “ e r 记亏
·

引理 1 若 (S x
,

妇 是 ( VM )的解
,

则

S (占
,

, )〔 s , ( D几
, 二 :

)
, S ( x ,

: )。 S , ( D二
, 二 l

)
,

占一 a , “ ; : = c ,

d

二 (二 ) 二 f
d。 (二

,

, ) d , 。 s , (。二
,
二 :

)
口 `

。 ( , )二 f
b: (二

,
: ) d二 。s , ( D {

,
, 二 :

)

( 4 )

( 5 )

( 6 )

( 4 )一 ( 6 、式中单变量函数可 由匹配条件 r 唯一确定
.

证明 由式 ( 3 )导得
.

由匹配条件唯一确定的性质是根据带积 分 条 件 的 逼 近 理

叭 ,

唯 一确
刃艺卿i-l万尸论 〔 z 〕特别地其中 F ( x) 由条件

F ( ;卜丁:
s ( ;

,
, ) d , 及

{:
` F ( X

) d X =

定
.

同理讨论 G (夕 )
。

定理 3 若 ( V M )有解
,

则必唯一
。

证明 只须证 明问题 ( V M
。

)只有恒零解
.

的边界恒零
,

于 是 , (:
。

) 一冬件
〔: 。 〔 1, 1 ) 〕

Z
d二

` J J R

事实 上
,

由 引 理 1 知 ( V M
。

)的 解 S
。

在 R

d万 = o ,

故 S 。
分片地有形 式 f ( x ) + g 。 )

,

计及 S
。
的连续性知 S 。

在 R 上恒零
。
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以 I , , 1 2

记逼近算子 I汀二 万 (从厂)咖
,

几g = 万 (脚 g )丸
,

逼近余项分别记为 lR f三 f

一 I
:

f
,

R
o g 三 g 一 几g

,

用 I 记 I :

与 I
:

的布尔和型逼近算子
: I = 1

1

① 1 2 。

因为 1 5 = ( I : + R 土I :

) S
,

所以如果 几i s o
H

’
( c ,

d )门c “ (〔 c ,

d 〕\ 二
:

)
,

召、 S o
H

`
( a , b ) 自c 3

( 〔a ,

b〕\
二 :

)
,

则 1 5 唯一存在于 N
。 :

3 3

( 1 5 ) ( x , 夕 )
=
艺 又̀ S (

· , 夕 )叻i ( x
) + 万 R ,

{群15 ( x , ·

) }功、 (刀 ) ( 7 )

于是由定理 2 ,

( V M )的解若存在
,

则必可表如

( 8 )刀一夕小R
、 ( ·

,

,卜 , ( X ,
,卜冬发

一“ 1`
合
`

一
其中 女 N

。 ,

注意 1 5 二 I宫及扎N
。 ,

故立知 I亏 二 亏及

S ( x ,

夕) 二 ( 1 5 ) (
x ,

岁) + 艺
i = l

么
二 `

1
夕 { ` 六 1 ( ` 一万

仁
l “

2

( X

一
* ,: ,“

2

`
;

( , 一 、 ,

,: , ( 9 ,

由式 ( 7 )及引理 1 ,

IS 由条件 r 唯一确定
,

因此
,

( V肥 )解的存在性取决于存 在 <ic} }使

( 9 )在 R 、 ,

( k = o , z ,

…
,

万 一 z ; l 二 o , l
,

…
,

N
一 1 }上体积匹配 ( 因若如此

,

由引 理 i 的证

明
,

( 9 )必满足在 R M ,

凡 : ,

i = 0 , 1
, : 二 ,

M ; j 二 o , 1 ,

…
,

N 上的匹配条件 )
.

这 又等价 于

要求下述线性方程组可解
:

凳急
“ ,

甄
; ,

一 `告
一

`

一
,: ,一 `
告(万一 ,: , d· d夕 二 叮、 Z 一

坎
* ,`“ d ` d夕

k = 0
, 1 ,

…
,

M 一 1 ; l 二 o , 1 ,

…
,
N 一 1 ( 1 0 )

这是关于 M x N 个未知量的 M x N 个方程
,

其解的存在性已寓于相应齐问题的唯 一 性

之中
。

故有

定理 4 ( V M )的解存在
,

可归结为求解方程组 ( 10 )
。

定理 5 设
a ` S
飞( D二

D

二
, 二 )

, S 是 ( V M )的解
, v `

H
` · ’

( R ) 自 r
,

贝,J有

J (
。 一 a ) = J ( v 一 S ) + J ( S 一 a )

J ( s )簇 J (
。 ) ( 最 J/ 、模性质 )

(J
。 一 )S ( (J

。 一 a) ( 最佳逼近性质 )

证明 由 (J
刀 一 a

) 二 J ( a 一 )S + J (
。 一 )S + a( S 一 a , v 一

)S 知
。
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中国高校自然科学学报文摘国际联机检索成功

1 9 8 9年 2 月 1 日下干
,

中国高校自然科学学报英文文摘磁带版 ( C U J A )研制中心通

过设在清华大学的国际终端成功地和 美国 D ial
o g国际情报检索系统的电子计算机 数 据

库进行了首次 C U J A 文档的国际联机检索试验
.

试验证明
:

C U J A磁带符合国际机读文

献信息交换标准
,

达到了在国际大型文献检索系统中建库和检索的实用要求
。

现在
,

在

iD al 帷数据库 中
,

已经建立了一个 C U J A 数据库文档
,

包括有 1 6 9 2 1条中国高校自然 科

学学报研究论文数据记录
.

这是中国第一个在世界上最大的科技情报 检 索 服 务 公 司

D i al og 系统建立的数据库
.

这一数据库的建立标志着中国 30 0多所高校自然科学学 报 的

最新文献将通过 C U J A 磁带源源不断地输入到 D i al
o g情报检索系统

,

为全世界的科技人

员了解和利用
。

中山大学是 C U J A 组织系统 14 个发起单位之一 自 1 9 8 4年 以来
,

我校学报自然科学

版 已有近 4 00 篇论文的英文文摘制成了工作单
,

通过 C U J A 中心输入磁带
,

并将分批进入

D i al
o g情报检索系统

。

1 9 8 9年起
,

C U J A 中心将按照与美国 iD al og 公司的协议
,

按月寄

送 10 00 条文献数据
.

」
`
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