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支承 方 式 对 引 力 波 天 线

本征频率影响的研究

郑 庆 璋
( 物理学系 )

摘 要

讨论了在软支承
、

尤其在悬挂支承的情况下
,

支承对本征频率的影响
.

从波动方程出发
,

导出频率改变的一级近似公式
.

结果表明
,

在某些条件下这种影响可以忽略
.

关键词 引力波
,

天线
,

本征频率

为了克服地球重力对引力波天 线的影响
,

在天线工作时必须采用适 当的方式支承
。

理想的支承点当然是天线振动的节点
,

因为这样不会影响天线的本征频率和它的 Q 值
.

但由于种种原因
,

例如出于稳定性和操作方便的 考 虑
,

有 时 不 得 不 让 支承点偏离节

点 〔’ , 2。 ,

因而就必须考虑支承点所引起的一些效应
.

支承方式可以分为硬支承和软支承两类
。

所谓硬支承
,

是指完全不让天线中被支唯

的点运动
,

这实质上是使支承点成为新的节点
,

因而也就完全改 变了天线的本征振功
.

如果支承方式容许天线中的被支承点在一定的条件下运动
,

这就是所谓的软支承
.

绝大

多数实际情况都是软支承
,

被支承的点按一定方式运动的这一条件便构成 了天线位移场

的附加边界条件
.

这一方面使天 线的本征频率受到一定 的影 响
,

同时也会影响天线系统

的 Q值 〔“ 〕 .

本文着重研究在悬挂支承方式的情况下
,

支承对捧状天线木征频率的影 响
.

设棒状圆柱体天线的质量为M
,

长度为ZL
, :悬点间的距离为a2

,

悬索的长度为 l( 图

1 )
.

若在 t 时刻天线上离质心 O 为
x
的一点 P 的位移为 言(

x , t )
,

则以它为悬挂 点 时
·

,

它

所受的恢复力 ( 参看图 2 ) 为

F = 一

合
M o t ` “

一 三
一

、 。七(
二 , `) / z

乙

巨
这力作用在 P点附梦的一个很小的区域 内

,

按圣维南原理 〔` ’ ,

可 以把它考虑作一 个占的

冰文 1 9 8 8年 3 月31 日收到



中山大学学报 ( 自然科学版 ) 第 28 卷

数
,

因而可以认为作用在天线悬挂点 P :
( x 二 a) 附近的等效力密度为

r
, · F“ (

x 一 a
) / p = 一 。

二
L省( x

, , )“ ( x 一
a
) ( 1 )

其中 户 = M / ZL 为天线的线密 度
, 。 。 二 了厉不为悬索的等摆长单摆的圆频率

.

~~~ 户. ~~~

图 2

F 19
.

作用在悬挂点上的

恢复力

T h e r e s t o r i n g

f o r e e a p p l i e d a t

图 1 用悬挂方式支承的圆柱体天线
F 19

.

1 T h e e y l i n d r i e a l a n t e n n a

s u P Po r t e d w i t h s u s P e五d i n g

f o r m a l i s m

s u P P o r t e dó̀月

、
ù月

六人界

同样
,

可得作用在天线上另一端上的力密度为

f
: = 一 。

二
L若(

x , , )“ (
x + a

)

于是天线的波动方程为 “ 。

口“
若

,

二, ~ 石 ~ 一 ~

一
L

口t
乙

二 一 。

二
L言(

x , `) 〔“ ( x 一 a
) + “ (

x + a
)〕

`
乙
ù忍2一X八口

l

口

式中
`
为天线中声波的传播速度

。

利用分离变量法求 ( 3 )式的解
.

令以
x , t )

= :
( x) V ( )t

,

代入 ( 3 )式化简后得

弥
一

+

了一
`。丢/

· 2
, L

· `· ,〔“ `
一

, + “ `· ”
,

· ’ 〕

共共一 + 。 Z
V 二 0

d t
`

d
Z
V

P o i n t

( 2 )

( 3 )
、

( 4 )
·

( 5 )
·

其中 扩 为与
x ,

t 无关的常数
.

显然
,

由典型的谐振动方程 ( 5 )式可知
, 。 的物 理 意 义

为天线振动的本征 (圆 )频率
。

下面我们通过求解 ( 4 )式来确定木征频率。 可能取的值
。

弓!入波矢 彩
,

沙
么 = 。

cz/
Z ,

嗯
一 。

;cz/
; 注意到引力波天线质量分布 的 几 何 对 称

性
,

对质心坐标系动量守恒
,

且
:
( 一 x)

二 一 。 ( x)
.

换句话说
,

我们只需求
:
( x) 在

x ) 。

的解便可
.

主此情况下
,

( 4 )式化为

羚
+ “ 2￡Z 一 “

二
L Z了`· ,“ ` X

一 ,
,

`X ) 0 ’ ( 6 )

微分方程 ( 6 )除了在
x 二 a

处出现奇点外
,

在 ( O成
x < a) 和 (

。
<

x 燕 )L 区间内为一 典

型的谐振动方程

d
“之,

d义
2

+ 护 “ = 0
,

( 在 。 ( x
<

。和 。 < x 簇 L区间内 )
司
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周此有特解
、 ..了、 ,产

O八àn盯
了r饱、了.、

) = A , e o s
k x + B : s i n k x ,

( 0 (
x < a

)

) = A
: e o s k x + B

: s i n k x ,

(
a < x ( L )

现在考虑 ( 6 )式的解所应满足的边界条件
.

1 ) 首先由
u
( 一 x ) = 一 u

(
x
) 可知

,

在
x = 0 处

-

u ,

( 0 ) = 0

2) 其次由天线的自由端应变为零有

( 10 )

二 O ( 1 1 )
乙口戈

....翻.

!dau
一
七

3 ) 在奇点 x = a
上

, : ( x) 应是连续的 ( 因天线始终都是连续介质 )
,

即

u :

(
a
) == u :

(
a
) ( 1 2 )

4 ) 最后一个边界条件可通过 ( 6 )式从 x = a 一 。 对 x 积分至 x 二 a + 。
(
`
为无 穷 小

量 ) 求得
:

噜冬 !
-

、 ` 弄 I X = (I + e 一己牙
一

}
x _ 。 一 。

= k
二
L u

(
a
)

上式表明
,

应变在
a
点是不连续的

,

这正是 由于在
a
点有附加的外力作用的缘故

.

由 ( 8 )
、

( 1 0 )两式得 A ; = 0
,

即 u ,

( x ) = B , s i n k x
。

把它及 ( 9 )式代入 ( 1 1 )
、

和 ( 1 3 )式中
,

得

( 1 3 )

( 1 2 )

{
A : 5 i n k L 一 B Z e o s k L = 0

A
: e o s

k
a + B : s i n k a 一 B : s i n k a = 0

A
Z , ` n “ a 一 ’ 2 c o , “ a + ” ,〔 e o s k a + ( k二/

k ) L s ` n k a 〕一 。

( 1 4 )

( 14) 式为A : ,
B : ,

B ;
的线性齐次方程组

,

有非零解的必要条件为其系数行列式 等于 零
:

s i n kL

e o s k a

s i n 吞a

一 e o s kL

s i n k a

一 e o s k a

0

一 5 1n k a

〔e o , k a + ( k二/
“ ) L

s , n k a勺

化简后得
c o s k五 + ( k色/k )五

s i n k。 c 。 s k (乙一 。 ) = o

习
.

上式是 “ 的超越方程
,

不易求精确解
.

但若 (“二/
“ )工《 ` ,

贝吐可求其近介次解
.

首先忽略 ( 15 )式左边第二项
,

即得零级近似解
:

e o s k o L = 0
,

k
。 == ( 2 ” + 1 )

-

会
, ” = ” , ’ ,

2
,

’ ` ’

( ] 5 )

( 1 (几)

设 ( 15 )式的 1 级 近似解为 k ; = k
。 + 刁k : ,

则

e o s
( k

。 + ` k ,
) + ( k二/

k
。

) L s `n k
o a o o s k

。

( L 一
a
) · 0

注意到
e o s k

o
L 二 0 , s i n k

o
L = 1 , s i n 刁k

,
L 二 』左

:
L

,

得

一 刁*
;
石 + (*岌/。

。

)工
, s n “ 左

。 。 = o
封
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k , == k
。
〔 1 + ( k二/ k: )

s ` n `
k

o a 〕 ( ` 7 )

以 k = 。 /
` 及 k , 二 。 。 c/ 代入

,

得夭线振动的本征频率

。 二 。 : = 。 。〔
卜 ( 。鑫/

。

: )
s ` n

( 。
。

z c ) a 〕 ( 1 , -

其中 “ 。 =

ck0
= `2” + ` ,

一

宁
一

于
,

`” 二 。 , ` ,
2

,

… ,
,

为天线自由振动或支承点与节 点 重

合时天线的本征 (圆 )频率
·

对于基模的 情况
, ” 二 “ , “ 。 二

鑫
,

叭 = 一

晋
一

和 于是 ls( )

式化为

。 = 。 。〔 ` + (功彭/ 。

: ,
s` n`

一

晋
一

借
一

〕 (̀ ” )

以 l o i m
, g 二 l o m

·
s e e 一 2 , 。 。

二 2二 x l o 3 s e e 一 `
为例代入 ( 1 9 )式

,

则由悬挂 支 承 引

起的天线本征频率的改变率为

乙。

功 o

口 一 阳 。

口 o

= ( 。冬/
。
: ,

5 。̀ 2

晋会一 (2、共
。 3

)
2 5’ · 2

才
_

呼 澎 1 0
“ 7

飞一 L

这是一个微不足道的改变
。

事实上
,

S t a n f o r d 的情况 〔` , 正好 说 明 这一

点
。

至于马里兰的情 况 〔“ , ,

( 1的 式

中 的。 g即为其支承小柱体的 横 向振

动本征频率 。 。 ,

在一定的合理 条件

下
,

仍然有叭 》 。 。 ,

即支承所 引起

的频率改变仍是可以忽略的
。

最后还应指出
,

由 于 波 长 久二

2二 / k
,

从 ( 1 7 )式可知
,

在此情况下波

长稍为变短
。

对于基模的情况
,

天线

振动 的振幅包络如图 3 所示意
。

图中

的点划线表示天线自由振动或理想支

图 3

F 19
.

3

天线振动的振幅包络示意 图

A

o f

s e h e m e o f e n v e l o P e

t h e D t e ll n a0 1 t n e a 刃

v i b r a t i o n

承时 的振幅包络
,

而实线则为在悬挂支承情况下的振幅包络
。
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