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次:最优 二 阶状 态 空 间 数 字

滤波器的误差谱成形

曾小林
.

陈钧量

( 无线 电 电子学系 )

摘 要

导出单位噪声增益的计算公式
,

用统计和最优化方法表明 9 种误差谱成形结构的降噪性

能
,

给出 5 条等降噪性能曲线
。

对窄带滤波
,

新结构可降低噪声 10 一 30 d B
,

降噪性能对滤波

器的零点不敏感
.

新结构的舍入噪声比原来次最优二阶线性状态空间滤波器的并联实现结构

降低 12 一 2 8 d B
,

且带宽愈窄
,

降噪效果愈佳
.

关键词 数字滤波器
,

误差谱成形
,

单位噪声增益

由于寄存器有限长度效应
,

窄带递归型数字滤波器将出现很大的运算误差
.

为降低

这些误差
,

人们提出了线性状态 空间 ( L S )S 实现 〔` 。和误差谱成形 ( E S )S 结构 〔“ 〕两种 类

型
.

前者包括最优二阶正交滤波器 〔“ 。
、

最 优二阶 L S S结构 〔凌〕
、

次最优二阶 L S S结构 〔 5 ,

和高效计算低舍入噪声二阶 L S S结构 〔 “ 〕 .

后者已成功地应用于定点递归型滤波 器 的 直

接型实现 〔 7〕 .

本文讨论次最优二阶 L S S数字滤波器力l
一

l入误差反馈后系统的 输 出 噪声
,

探讨简单一阶和二阶误差反馈后系统的降噪性能
。

对高 阶窄带椭 圆滤波器
,

给出新结构

并联实现的降噪例子
,

并指 出新结构的优点
。

1 次最优二阶 L S S数字滤波器的误差谱成形
1

。

1 次最优二阶 L S S数字滤波器

设实现二阶传递 函数

H ( )Z
= a

(/
: 一 幻 十 砂 (/

: 一
沪 ) ( 1 )

式中 几= a 十 j 。
, a = a , + j心

,

标号
。
为复共扼

.

二阶 L S S滤波器可用下列状态方程和输出方程表示

x ( ,: + i ) = A x (
7: ) + 召 ,` ( , , ) ( 2 )

夕(
n
) 二 C x ( n

) ( 3 )

式中 A
,

B和 C是实数矩阵
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在 1
2

尺度约束下
,

最优二阶 L S S实现的充要条件为 〔 4 〕

a 1 1 二 a 么2

b I c a二 右
Z c :

( 4
a
)

( 4 b )

由此求得 r
“ =

l

k田

一

雀
“ 〕 ( 5 )

式中参数几与久和
a
有关

。

B a r n e s
提出 b

: = 0 ,

并选择参数 k使得 k。 或 一 。 /几为 2

的负幂 〔“ 〕 ,

造成次最优二阶 L S S滤波器
,

设计程序简单
,

因此很有实用价值
。

1
。

2 误差谱成形结构

图 1 为二阶误差反馈的二阶 L S S数字滤波器
,

其中 A
工

和 A
:

为反馈网络矩阵
,

并设

)
图 1 含二阶误差反馈滤波器
F 19

.

1 F i l t e r w i t h s e e o n d
-

o r d e r e r r o r f e e d b a e k

尸...,lwe-I

一一A

考虑 舍入运算在求和之后
,

由图 1得状态方程

x ( : + 1 ) == A x (
n
) + ( A

, 一 A )
e
(
n
) + A : 。

(
: 一 1 ) + B : `

由式 ( 6 )求得状态变量的噪声冲激响应

(
0 ’

儿
·

( ” ’ 一

)
姓

1 一 “ ,

、 A
“ 一 工

( A : 一 A ) + A
,` 一 “

A
Z

九镇 0

( 6 )

( 7 )

? 2

) 2

则系统的输出舍入噪声

夕。
( : ) = C 〔h 。

( : )⑧
e
(
n
)〕

式中符 号⑧表示卷积运算
。

设舍入噪声
。
(的为平稳独立

、

零均值和 等方 差暗的白噪声
,

即

么

E 〔e ( l )云t (二 ) 〕 = J e
占( l 一 m ) I

式中 I 为单位矩阵
,

标号 t表示转置运算
。

利用均值定义 〔 ’ , ,

则系统的输出噪声方差

( 8 )

( 9 )

、

,
r

、 .声产

八U11,土,土
rz、、尹夕.、、 12、 .口产rZ见、注r

e

刀

。 、
。 ( 。 》 = :

〔
, 。

(
·
)
·

; ; (
·
)〕

·

把
.

〔衬 习 夕。

(
:
)

·

利 用式 ( 7 )一 ( 10 )
,

求得系统的单位噪声增益

产 = ZR e
{〔 i / ( 1 一 久

2

)〕C R D R t C才} + ZR e
(〔 1 / ( 1 一 1几】

“

)〕C R D (R
朱 )`C t }
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式中D = ( A
: 一 A )( A

; 一 A )t 十 A
:
A了

+ A ( A
; 一 A ) A萝

十 A
:

(A
: 一 A )t A ` ,

「 1 / 2
一
ik / 2 1

R 二 } !
L i / 2左 1 / Z J

R “ 〔
·

〕为取实部

观察式 ( 1 1) 可知
,

若 A
工 = A和 A

: = 0 ,

则对 = 0
。

这说明含最优 E S S反馈结构的 单 精

度字长实现是 等效于原滤波器状态变量的双精度字长实现
。

换句话说
,

最优 E S S 反 馈

L S S滤波器是等效于
.

嘈加滤波器内部变量字长而保持系数字长不变
。

1
.

3 等效噪声谱

因为图 1中的城的和二 (动几乎没有差另11
,

若取量化器输出v( n) 为状态变 量
,

则 我

们得到下 面状态方程 (当 u( )n = O时 )

x
(
: + 1 ) = A x (

:
) + A

, e
(
n
) 大A

: c
(
?

卜 1 ) 一 e ( : + 1 ) ( 1 2 )

对式 ( 3 )和 ( 12 )作
:
变换

,

由此求得系统的输出噪声谱

Y
。

( Z ) = C ( 2 1 一 A )
一 `

( A
ZZ 一 ’ + A

工一 Z l) E ( Z ) ( 1 3 )

则等效噪声谱
刀 `

( z ) = ( 1 一 A
, Z 一 ` 一 A

: Z 一 2

) E ( Z )
.

( 1 4 )

可知
,

适当选择误差反馈系数矩阵 A
,

和 A
Z ,

即调整式 ( 1 4 )的零点位置
,

使更多的噪

声能量移入滤波器的阻带
,

从而降低通带 内的输出噪声
。

等效噪声谱的零点越接近滤波

器的极点
,

输 出噪吉降低越多
。

2 计算结果
2

.

1 窄带低通滤波器的一阶误差反馈例子

利用 B ar
n e s 的八阶 C h e b ys h e v 低通滤波器为例子 〔 5。 ,

它 由 4 个二阶节并联实 现
,

对每个二阶节的最优 ( O P T )和次最优 (S U B ) L S S结构
,

分别加入 8 种不同系数误 差 反

馈
,

用含 3 次插值无约束 D F P法
,

对式 ( 1 1) 求得单位噪声增益极小值见表 1
.

表 1 不同 E S S结 构的 O P T和 S U B 的单位噪声增益极小值
来

’

r a b
.

1 T h e m i n i m a o f u l l
i t n o

i s e g a
i n o

f O P T a n d S U B f o r

d i f f e r e n t E S S s t r u e t u r e s

嗽二擎彝
. .

l’’
’ `

厂
一

_ ” ”
’

}’’
一 ” 一

’
,

一

~
.

丫
,

一
, ”

’

石
” ’ ,

,’-r

O P T 0
_

6 5 1 5 0
.

6 4 2 5 0
_

3 4 2 9 0
_

6 3 9 3 0
_

6 3 4 9 0
.

3 2 8 2 0
_

0 1 0 6 Q
_

0 1 0 6 0
_

0 1 0 8

S U B 0
_

6 5 8 0 0
_

6 4 8 5 0
_

3 3 1 3 0
_

6 3 9 5 0
.

6 4 7 1 0
_

3 2 7 9 0 0 1 0 7 0 0 1 0 6 0
.

0 1 0 8

O P T 0
_

7 4 8 4 0
_

7 1 8 9 0
_

3 6 3 9 0
_

7 1 3 0 0 7 1 5 8 0
_

3 6 3 9 0 0 0 8 9 0
_

0 0 8 9 0
.

0 0 9 4

S U B 0
.

8 8 2 0 0
.

8 4 1 2 0
.

3 1 8 3 0
.

8 2 3 2 0
.

8 5 4 6 0
.

5 3 2 4 0
.

0 0 9 5 0
.

0 0 9 6 0
.

0 1 0 3

O P T 0
.

9 6 1 9 0
.

9 0 2 9 0
.

4 6 2 9 0
.

8 9 3 0 0
.

9 0 9 9 0
.

4 4 4 9 0
.

0 0 4 9 0
.

0 0 4 9 0
.

0 0 5 9

S U B 1
_

0 6 1 0
_

9 9 5 1 0
`

2 9 4 9 0 9 8 3 1

O P T 0
.

7 4 8 9 0 7 0 4 7 0
.

3 4 5 7 0
.

7 0 7 9 0

1
.

0 0 5

.

6 9 3 0

_

8 5 19

0
_

7 8 5 0 0
_

0 0 4 9 0
_

0 0 4 9 0
.

0 0 6 1

0
.

3 5 9 9 0
.

0 0 0 9 0
.

0 0 0 9 0
.

0 0 15

S U B 0
.

9 1 7 0 0
`

8 5 7 2 0
.

2 2 2 5 0
.

8 5 7 9 0 0
.

6 3 5 9 0
.

0 0 1 0 0
.

0 0 1 0 0
.

0 0 2 0

*
刁仁寻优变量 (女。第 3歹:的 。

:
2, a

:
,
和 。

:{ ) 均为零
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从表 1可知
:

①第 1 列数值与 B a r n e s 〔 6 ,的计算结果相符合
.

②单反馈系 数 。

几和

az’
工
对降噪近乎无贡献

,

而
。

r
,

或
a

么对降噪效果也不大
.

③第 7 列的对角 型 反 馈 系 数

。

f
、
和 `

:

的降噪高达 1 7一 2 0
.

3 d B (降噪定义为 1 0 1; ( 。
。

/召。 、 n

)
,

其中。 。
对 应 且

, = o 的 情

况 )
。

④第 7 至 9 列的数值相差很小
,

这说明对窄带低通滤波器
,

选 用 简 单一阶 反 馈

A
; = I对降噪是成功的

,

且次最优结构可替换最优结构
。

2
.

2 误差反馈降噪性能的统计分析

将降噪比值 1 0 19 ( 拼
。

/川的统计均值称为降噪性能
,

其中那
。
和 l ,分另11对应 A

、 = 月
: = o 和

加入 E S S结构后系统的单位噪声增益
.

下面 用统计方法计算次最优二阶 L S S 滤 波 器加

入不相同的误差反馈后的降噪性能
。

设二阶滤波器的极点为 Z 夕 : , 2 = p e士 o ,

其中取 p 二 0
.

9 0 , 0
.

9 2 , 0
.

9 4 , 。
.

9 6 , 0
.

9 8和

0
.

9 9六个数值
.

取 o = 1
。 , 5

“ , 1 0
0 , 1 5

。 , 2 5
“ , 3 5

“ , …
,

8 5
。

+ 一个数值
.

再对二阶节

的留数
a 二 a , + ]’a

2 ,

取
a l

和 a Z

分另lJ为
a 工 = 一 0

.

1 + l〔0
.

1 一若
一 。

。

一)〕/万

a : = 一 0
。

1 + , n 〔0
.

1 一 ( 一 0
.

1 )〕 / N I , 。 = i , 2 , …
,

N

即 a ,

和 a :

分另{l从 一 0
.

1到 0
.

1内有 N个等差值
.

这样
,

对每一确定极点
,

可造成 N
: 二

N
火 N

个不同留数 的二阶节
.

对这些二阶节用次最优 L S S实现 〔 5 〕 ,

然后将表 2 中 E S S结 构 分

别加入上面二阶节
,

用式 ( 1 1 )和 D F P优化方法计算新结构的降噪性能
.

图 2 给出 采 用

E S S O和 E S S I型的降噪性能
.

可知
,

一阶误差反馈单位系数型 E S S I的阵噪性能挤近 最

优对角型 E S S O的水平
,

后者降噪可达 10 一 3 o d B
.

它们适用于窄带低通滤波器
.

带宽 愈

窄降噪效果愈好
。

表 2 简单一阶和二阶误差反馈 E S S结 构

T a b
.

2 F i
r s t

一 o r d e r a n d s e e o n d
一 o r d e r e r r o r f e o d b a e k E S S s t : u e t u : 。 s

反馈
矩阵

E S S O E S S I E S S Z E S S 3 E S S 4 E S S S E S S 6 E S S 7 E S S S

下.上,
ùQ乙

,1.n乙

一
。
尹
”一畔11

a八目
尸.̀

1
1
ù

广..ó
、 .

.

lweesJI k
·

。

l *

a 2 2 、

0 1
护半

a Z i o )
né

r̀扭..L、 ...沙
r
....L

下.1

、 leeesl

!
es

\

0

尸*

1* `
o

a八é

产!.l魂|||丈
一

1
-

2
AA

0 0 0 0 0 一 I 一 I 一 I 一 I

为节省篇幅
,

这里没给出表 2 中其他 E 5 5结构的降噪性能曲线
,

对它们只作定性说

明
:

E S S ]型比 E S S Z型的降噪性能稍差
,

E S SZ 型同样适用于窄带低通滤波器
.

最优 反

对角型 E S S 3的效果比 E S 4S 型好
,

它们仅适用于宽带低迥滤波器
.

二阶反馈的 E S S S 型

比 E S S 6 型 任何时候都好
,

只当口= 60
“

时两者的降噪性能接近
。

E S SS 型均效 果 近 似

E S 6S 型
,

E S S S型在 O二 75
“

时有最好的降噪性能
。

最后
,

E S 7S 型 当 e = 5一 1
一

。
。

时降噪性

能最好
,

当 0 = 朽一 70
。

时就 比 E S 6S 型的效果差
.

为减少计算工作量
,

一般不宜采用 最

优的对角型或反对角型
.

下面介绍一种选择误差反馈结构的方法
,

即等降噪性能曲线
.

应当指出
,

我们计算了表 2 中各种 E S S结构的降噪比值 1 01 9 (召
。

/川 的方差
,

发现绝
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`

大部份的方差值为 10 一 “

一 1 0 “ `
量级

.

这表明对于

窄带滤波
,

表 2 中各种 E S S结构的降噪性能受滤

波器的留数
a
影响较小

.

换句话说
,

这些新结构

的降噪性能对滤波器的零点不敏感
。

容
。 以 月 o/ 从切

: 。 。

g 〔刀扩肚
`
) ]

r: e a

声
。 - - - . `

州了

交了二厂
r

一八 , 二 A

一 A
. 二 工

镇
。

一
叫I
Jù

`

l
。

2
。

3 等降噪性能曲线

勺 t
」J 节

之
`

1
;
卜

。 .尸.声

一一
`ù

设想在 Z 平面的第一象限内
,

用等降噪性能

曲线划分为若干区域
.

对每一区域
,

存在一种 降

噪效果为最佳的误差反馈 E S S结构
。

设滤波器极

点 Z p 二 口 + j 。 的实和虚部的统计数 目 N
; = 30 x

30
,

用统计方法和含 3 次插值 D F P无约束优化方

法
,

可拟合得 。 为 叮 的三阶多项式的等降噪性能

曲线
.

图 3 给出这些等降噪性能曲线
.

利用图 3 ,

对给定的滤波器
,

可以方便地选择硬件结构简单

且有最好降噪效果的误差反馈 E S S结构
.

图 2

F i g
.

2

E S S。和 E S S I型的降噪性能

N o 至: e i
·

e d 以 e 走i o
n P e r f o r
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0
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八
-
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尽
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I二

_
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、
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-
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f 巴 么

、 .

,土

}
l ,

一
.

厂 一\ 几
奋 二 、 :

L|卜
L厂川又

J

了

:
l、

O
。

2

0
。

勺

O
。

O

0 7门 O
。

日O f几
。

9 0 1
.

0 以

l
一、 。

吕

护

0
。

’

万
〔、 6

。

7 合

( a ) ( b )

等降噪性能曲线
,

I ( A O C )
:
M 3> 二 。

刘 M
, ,

M
Z

)
,

I (人自 E
、 ,丫 : > ;

一 。
以 M

,
.

M
3

)
,

l ( B O C )
:
M : ) m o x (M

Z ,

M
3

)

3 C u r v e s h a v i n g t h e s a m e n o ; : e , e d u ( t i o : 1 1
·

e r 厂。 皿 : c e

n口g图iF

2
.

4 高阶窄带椭圆滤波器例子

设高阶递归型数字滤波器的传递函数

H ( Z ) 二 习
云= 1

一夕 i + d

Z 一 几
、 ( 15 )

式中凡和 a
:

均为复数
,

d为实数
.

设 N为偶敛时
,

则椭圆滤洪
r

异灼子娜兰函数

、

=()z 翔寿
·

蒜 》
“

( 1 6 )

对上面 N / 2个二阶节
,

分别用次最优二阶 L S S实现
,

并根据每个二阶节的极点
,

利
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用图 3选择相应的最佳 E S S结构
,

分别加入上述的次最优 L S S二阶节
,

从而降低高阶滤

波器的输出噪声
.

用这种新结构来实现窄带低通
、

窄带带通和 窄带带阻椭圆滤波器 〔“ 。 ,

其设计数据
、

二阶节的单位噪声增益和降噪比值的计算结果见表 3 ,

其中只考虑极点幅

角犷 簇 0毛 9。
“

的情况
.

我们还分别设计了多个不同通带 (阻带 )宽度的高阶椭圆滤波的例

子
。

计算表明
,

带宽愈窄
,

新高阶结 沟的降噪效果愈好
。

应当指出
,

由 Z 平面第一象限和第二象限的对称性知道
,

对二阶节极点 的 幅 角在

9 0
“

( 6 ( 18 0
。

时
,

只需将误差反馈系数矩阵 A
`
的符号改变

,

用同样的分析方法
,

便可得

出与本节相似的结果
。

表 3 窄带椭 圆数字滤波器新结构的降噪比值
T a b

.

3 N o
i
s e r e d u e t i

o n r a t i o o f n a r r o w
一

b a n d e l l i p t i e d i g i t a l

f i l t e r s w i t h t h e n e w s t r u e t u r e s

设 计 要 求

(频率已归一化 )…
`

,

竺
十

;
一

`

…
。

垦
1

一

我
-

兰 i{i
一
}

一

少 只i一

原二阶节
E S S

结构

型号

新二阶节

拼 0艺 拼了̀

降噪

比值
*

( d B )

低 通

截止频率 0
.

。切

阻带始频 o
.

o n

0
.

9 9 6 4 0
.

0 6 3 9

0
.

9 9 1 8 0
.

0 6 0 9

O
。

0
。

0
.

9 8 1 5

一
.0 ” 6 6 5

。

0 5 0了

_

0 2 2 2

一 O
。

0 0 0 6

0
。

0 0 7 4

一 0
.

0 1 8 2

0
.

0 1 1 2

0
。

6 6 8 1

0
.

7 3 4 5

1
。

0 9 7 5

0
。

9 4 7 1

0 0 1 4

0 0 1 3

0 0 1 6

0 0 1 1

2 8
.

0

李 通 1 0
·

5 3 2 6

1{
一

蒸
1:篮
!一 一

—

…:
’

::::

…
“

·

5 7 5 7

」
。

’

5` 5 5

…
O

`

5 2` 2

0
.

8 4 3 2 0
。

0 0 1 1

一 0
。

0 0 1 6

0
。

0 0 1 8

0
.

0 1 4 4

一 0
.

0 4 5 0

0
.

0 0 2 9 0
。

7 9 6 9 0
.

0 0 8 0

0
.

8 0 5 7 0
_

0 0 2 2 0
.

0 0 2 0 0
.

8 4 1 5 0
。

0 3 0 6

通带 0
.

1 5一 0
.

1 6
0

_

8 3 4 2 一 0
。

0 1 1 3 0 0左3 0
.

8 9 3 0 0
。

0 2 0 7
1 4

.

4

0
_

8 0 3 0 0
.

0 0 0 3

一 0
.

一 0
.

0 1 1 6 O
。

9 3 2 6 0
。
0 4 3 4

过渡带宽 0
.

00 2
0

_

8 1 8 0 0
。

0 2凌3 一 0
。

0 0 8 1 1
.

1 3 5 8 0
.

0 4 6 7

0
_

8 0 4 5 一 0
.

0 1 6 6 0
.

0 1 8 9 1
。

1 5 6 5 0
。

0 5 9 4

带 阴
0

_

8 0 7 8 一 0
。

0 0 1 6 0
_

0 0 3 8

0
_

8 4 6 1 0
.

0 G4 3 一 0
。

一 O

0 0 0 0

}

一0
.

7 9 1 0

一

一
0

.

7: 9 1

一
“一 4。 7

一
。

·

` 。 0 2

1
。

.

。 2 4 3

0
.

0 2 7 9

0
。

0 0 7 3

阻带 0
.

1 5一 。
,

1 6 2
0

.

7 9 3 8

0
.

8 3 3 1

一 0
。

0 1 9 8

一 0
.

0 0 1 0

0 0 9 8 0
.

0 5 0 7
1 2

.

6

0
.

0 3 5 4

过渡带宽0
.

0 02
0

.

7 8 5 3 一 0
。

0 3 3 8

一 0
.

0 2 3 2

一 0
。

0 5吐5 0
.

1 0 5 2

注
:

通带波纹R = 。
.

ld B
,

阻带衰减月 二 40
.

0 d B
, * }

一

!:值 1 01 9 (刃群
。
i/ 刃拼

, .

)
_ J 忽

仁述全部计算结果均由 F D F
一 1 1 / 2 3机 F O R T R A N 语言程序算得

。

3 结 语
文中给出误差反馈次最优二阶 L S S滤波器单位噪声增益的 计算公式

。

用统计和最优

化方法研究了多种 E S S结构的降噪性能
.

给出选择最佳 E S S结构的方法
.

新结构可降噪

10 一 3 0 d B
.

滤波器的极点愈接近单位圆
,

降噪效果愈好
.

降噪性能对滤波器的零点不敏
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感
。

新结构不仅保持次最优二阶 L S S实现的优点
,

而且降低了单位噪声增益
,

改善原结

构的极限环特性
。

对每一相加节点
,

只增加顶多两个寄存器和一个 2 乘法器
,

以及最多

4次加法运算
,

且不会带来附加舍入噪声
,

对滤波器运算速度影响不大
.

因此
,

从滤波

器的性能 (包括舍入噪声
,

溢出振荡和系数灵敏度等 )和硬件复杂性两方面来考虑
,

新结

构显出较大优点
。

对并联实现高阶椭圆滤波器例子
,

新结构的输出舍入噪声比用次最优二阶 L S S并联

实现的原结构降低 12 一 2 8d B
.

带宽愈窄
,

降噪效果愈好
.
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