
第9 2卷 第 2期

19 9 0年

中山大学学报 (自然科学版
A C A TS C I E N TI A U RM A NU A T R LI U M

U I N VE RS I A TI S S U T NY A TS E NI

Vo l
.

9 2
一

沁
.

艺

1 9 9 0

几何非线性弹性动力学中广义
Ha m i lto n型拟变分原理
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(应用力学与工程系 )

摘 要

提出了新的各种广义 Ha m i lo t n型拟变分原理
,

这些变分原理能反映几 何非线性弹性动

力学初值一边值问题的全部特征
.
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在弹性动力学中
,

人们熟知的 H a m ilt
o n
变分原理

,

所考虑的是 时间上 的 端 值 问

题
,

不能表征弹性动力学的初值一 边值 问题
.

自 1 96 4年
,

G u r t in 利 用卷积理论
,

提出

了能反映线弹性动力学初值一边值问题全部特征的变分原理一 G u r t in 型变分原理 〔 ’ 口

以来
,

不 少学者都一直在寻找一种既简单而又能反映几何非线性弹性动力学 初 谊
一

边值

问题全部特征的变分原理 〔“ 一 ` 〕
。

本文提出了一类新的广义 H a m ilt on 型拟变分原理
,

它能反映几何非线性 弹 性动力

学初值
一

边值 问 题全部特征
.

由于它不是以某一泛函的驻值形式出现
,

而是 以变分式表

示
,

故称为拟变分原理
.

作者根据类心于文〔 2〕的思想
,

系统地建立了五类变 量
、

四 类

变量
、

三类变量
、

二类变量及一类变量的广义 H a m i l t o n 型拟变分原理
.

下面 只给出四

种广义 I l a m i l t o n型拟变分原理
.

模型均映射在 L a : r a n g e构型上
.

为简单起见
, .

下面的论述采用笛卡尔张 量 记号
,

且在空间直角坐标系中进行
.

1 几何非线性弹性动力学的基本方程及条件
、 _

卜 钾
, 、 , , ,

`

、 D u 、

迷从牲修人尔 叭 =
.

下 一 二 叭
又少不

( 1 )

动虽 i主度关系 i1) = 氏叭

运动方程 〔 (占
; , + :` i

,

)“
*〕 , 、 + I尹: 二 P

`

( 2 )

( 3
a
)

或

〔 ( 6 1
;
+ ,̀ i

,

)“
: 〕

, 、 + 刀 i “ p 。 “ , ( 3 b )

本文 19 8 9年 3 月 3 日收到

. 国家自然科学基金资助项目



1 6 中山大学学报 ( 自然科学版 ) 第 2 ,卷

应变位移关系
。 、 , 二

合(
: ` , , + “ , , ` + “ 盆 , ` “ * , ,

,
( 4 )

应力应变关系 a `, 二 E i , ; 2。 *了 ( s
a
)

。 i , = c i , ; l叮* l ( s b )

力的边界条件 ( 6`
,
+ u 、 , ,

) a
, 、: * = r 、 在

: r

上 ( 6 )

位移边界条件 叭 二 又 在 su 上 ( 7 )

初始条件
: i ( x

,
o ) = 云。 ` ( x ) ( s

a
)

P i ( x
,
0 ) “ 尹

。 i ( x ) ( s b )

式中
,
iP 为动量向量的分量

, 。 `为速度向量的分量
, : ` 为位移向量的分量

, 。 i ,为 G er e n

应变张量的分量
, a i ,为 K i r e h h o f f应力张量的分量

, p 。

为质量密 度
,

E ` ; * z和 C 、 , : l 分另11

为弹性刚度和弹性柔度系数
,

乙 为在边界面行上给定的面力分量
,
叭 为在边界 面

s 。 土

给定的位移分量
,

叭 ` ( x) 和丸 i( x) 分别为 t “ o 时 巳 知 初 始 位 移 和 动 量 值
,

衍
;

为

K r o n e k e r d e l t a
, x =

(
x , , x : , x 。

)
.

2
。

1

各种广义H a m ilt
o n 型拟变分原理

五类变皿广义拟变分原理

定理 1 当且仅当P i
, 。 ` , u i , : i , , a i ,是混合问题 ( 1 )

,

( 2 )
,

( 3
a
)

`

,

( 4 )
,

( s
a
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,

( 6 )
,

( 7 )
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( s
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,
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证明 所有各类变量都独立参与变分
,

于是有
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充分性 若 P i
, v ` , u i , 。 i ; , a ` ,是混合问题 ( 1 )一 ( s

a ,

b )的解
,

则 ( 1 3 )式就变成为

6H
。 = 0

即 ( 9 )式成立
。

必要性 若 ( 9 )式成立
,

即占H
S 二 O ,

注意到 ( 13 )式
,

6 u * (在 S
:

上 )
,

占T ` (在 S
: :

上 )
,

6 u ` (
x ,

0 )
,

占P` ( x
, 0 )的任意性

,

式
,

即 P`
, 。 .l , : ` , 。 s , , a i , 是混合 I’de 题 ( 1 )一 ( s

a ,

b )的解
。

2
.

2 三类变盘广义拟变分原理

定理 2 当且仅当
u 、 , 。 ` , , a 、 , 是混合问题 ( 3 b )

,

( 4 )
,

必定满足下列变分式

由于舀P i
,

6 0 1 ,
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,

6 a i , ,
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,
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,
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,
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,
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( 余能形式 ) ( 1 5 )

2
.

3 二类变最广义拟变分原理

定理 3 当且仅当
u , , a : ,

是 汗己合问题 ( 3 1〕 )
,

( 6 )
,

( 7 )
,
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的解
,

必定满足下列变分式
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,

H
Z

`Z̀ 、
, a 、 , , 一

I〔音
a `, ( 7`、

, , + Z了夕 , 、 + 一 、一
,

,
一

奋
C、

, :。 、 , a : 一 F : Z/ j

〕d见 一

丁
,

, Z了、 d吕

一

I
( · ` 一 “ * ,`“ ` , + 2“

, 尹

, a
,无
一 d “

S“

r
Z

(
· ` , a `,

卜 I{乡
C `, * : · `! a 孟 , +

;一
`一

, a 、 , +

〔(
乙̀

,
+ Z亡: , ,

,
。 ,、

〕
, 、 一 十 F `· 、

}
d。

( 6 、 , + · 、 ,

,
a * ? Z、 d s 一

{〔
(占*

, + · ` , ,

,
a , 、 ? 7* 一 全*

〕
· ` d s

` T

一拉

r.I
J
与

2
.

4 一类变量广义拟变分原理

定理 4 当且仅当
u i 是混合问题 ( 6 )

,
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,
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的解
,

必定满足下列变分式
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几何 1卜火性弹性动力学巾广 义 H a m li t o n , J拟变分原理 1 9

+
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,
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}
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此外
,

对于非保守系统非线性弹性动力学问题
,

作者已建立了相应

型拟变分原理
,

有关内容将另文论述
.

( 2 2 )

灼广义 H a m ilt
o n
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