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接 近最 优 的九宫 排定 算 法
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(计算中心 )

摘 要

本文致力于减少九宫排定算法的环形移动
,

从而使平均移动次数降到不足 35 次
.

算法用

T u r b o P a s e a l验证无误
.

关挂词 环状初态
,

移动距离
,

偶排列
,

环形移动

又 引 言

对于图 1 所示的九宫方格
,

设想有 8块小方格大小的小板
,

上面分别刻有 1 , 2 ,

8 这 8 个数字
。

把这 8 块小板任意放入九宫方格
,

空一格
,

形成一个 初 态
,

如 图

2
。

这时
,

·

与空格相邻的那些小块中可以有一块移到空格位置而留下新的空格
。

这样便

可以不断地进行移动
。

九宫排定问题是
,

对于任给的初态
,

通过移动其中的数字板
,

达到图 3 所示的 目标

态
,

例如
,

图 2 的初态经 3 , 2 ,
8

,
7

,
6

,
5

, 4 , 3 , 2 等 9 次移动而达目标态
.

为了指称小方格
,

分别给以标记 A
,

B
,

…
,

I
。

对任一 I 位置不空的初态
,

都可以

经一次或两次移动
,

使 I 位置为空
,

成为环状初态
.

由于移动是可逆的
,

我们只须对环

状初态讨论可解性就够了
。

从位置 A 开始
,

按顺时针方向把环状初态的 8 个数字依次排列起来
,

称为该初态的

原排 yIJ
,

记作 S
, ,

S
: ,

S
。 ,

S
一 ,

S
。 ,

S 。 ,

S , ,
S 。。

对其中任一数字 S ; ( i < i ( s )
,

令 t i 是

其左方比它大的数字的个数
,

称为 iS 的逆序数
。

这时
,

和数

.

习
1

一一T

称为原排列的逆序数
.

我们称 T为偶数的原排列为偶排列
,

否则为奇排列
.

图 1 九宫

F i g
.

1 N i n e l a t t i e e s

本文 1 989年 1 2月 1 5日收到

图 2 一种初态

F i g
.

Z A 宝n i t i a l s t a t e

图 3 目标态

F i g
.

3 T五e g o a l : t a t e
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文〔 1 」证明了下列两个可解性定理
。

定理 1 一切偶排列可以移成 目标态
,

一切奇排列

不能移成 目标态
。

定理 2 对于 !9 种初态
,

恰有一半能移成 目标态
。

为了描述算法
,

本文沿用文 〔 1 〕的办法
,

把九宫方

格换成有 9 个顶点的图
,

以小方格为顶点
,

相邻的方格

之间以弧相连
,

如图 4
.

这时
,

A
,

C
,

E
,

G 是二 度

顶点
,

B
,

D
,

F
,

H是三度顶点
,

I 是四度顶点
。

i对 j 的移动距离 d是指外环上按逆时针方 向
,

i到 j

之间所夹的顶点数
.

如图 4 中E对B 的移动距离 是 2
。

图 4 用图表示九宫

F i g
.

4 N i n e l a t t i e e s i n d i a g r a m

2 移动算法

算法的基本思想与文 〔 2 〕和〔 3 〕相同
:

先把 2 移成 1 的后继多 当 1 ,

…
,
i 一 l( i = 2

,

7 ) 已顺 时针相邻
,

便设法把 i移成 i 一 1 的后继
,

并保持 1
, … ,

i的顺时 针相邻
。

然后
, 8 自然就在 7 的后继位置上

。

最后
,

若 1不在 A位置
,

便进行相 应的环形移动
。

本算法的不同之处在于
:

( 1 )随时考虑采用有利于使 1 靠近 A位置的移动方式
。

即使这样做当时会增加移动

次数
,

但可从避免环形移动而得到补偿
。

( 2 )在移动 i的时候
,

若有可能
,

也兼顾 i + 1 ,

甚至 i + .2

整体算法如下
:

b e g i n

读入初态

i f 初态不合法 t五e n g o t O 99 ,

将初态环状化 ,

i f 不是偶排列 t h e n g o t o 9 9 ,

f o r j
, = 1 t o 6 d o

b e g i n

求 j
+ 1到 j的移动距离d ,

e a s e d o f

1 1 m o v e l ,

2 : m o v e Z ,

3 : nr o v e 3 ,

4 : m o v e 4 ,

6 . m o v e s ,

6 一 m o v e 6 ,

l
,

n d

e n d ,

if l不在 A位置 t五e n 做相应环形移动

9 9:

c刀 d
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下面逐一讨论几个主要移动过程
。

2
。

1 环状化过程 R IN G

本来把非环初态移成环状只需常规的一或二次移动
.

为了减少总的移动次数
,

本算

法增加了一些特殊处理
: 当 I 位置为 1 或 2 时

,

及时排好 1 , 2 的相邻位置
,

或为此作

好准备 , 当 1 在 E位置时
,

将 1适当调离 E位置
。

P r o e e d u r e r i n g ,

b e g i n

i f l 位置非空 t h e n

b e g i n

i f l 位置为 1 t h e n 把 i 移到 2 之前
,

i f l 位置为 2 t h e n 把 2 移到 i 之后 ,

if l 在 E位置

t h e n 把 1 适当调离 E位置

e l s e 作常规移动
e n d

e n d

2
。

2 移走 l 位里元素的过程 F R O M
_

K S

此算法在文 〔 3 〕中已叙述过
,

此处从略
。

2 : 3 d 二 1时调用的过程 M O V E I

情形 1 ,
i在二度顶点

,

如图 5
。

这时有多种移动方式
:

( 1 )若 S : = j + 2 ,

且 1 在 B
,

C
,

D 三 位 置 之一
,

便 按 S : ,
i

,

S
: ,

5 3 ,
S
` ,

S
。 ,

S 。 ,

j
,

i
,

5 1
反时针转动

。

共 移动 10 次
。

( 2 )若 S : = j + 2 ,

但 i 不在 B
,

C
,

D三位置
,

则 按 S : ,

j
,

S。
,

S 。 ,
S
一 ,

5 3 ,
S : ,

S :
顺时针移动

,

共移动 8 次
。

此外
,

在作上述两种移动之前
,

若 S
。 ,

5
4

或 S 。
为」+ 3 ,

则先将其移到 5
2

的位置
。

( 3) 若 S : 沪 j + 2 ,

且 1 在 F
,

G
,

H三位置之一
,

则视 j之大小从 S :
开始分别取前 面

3 点
、 5 点或 7 点作顺时针移动

。

例如
,

当」= 1 , 2 时
,

按 S : ,

j
,

S 。 ,
S 工移动

。

( 4 )若 S : 笋 j + 2 ,

但 1 不在 F
,

G
,

H三位置
,

则按 S , ,
i

,
S: ,

S
,

移动
。

在 此 之

前
,

若 S 。 ,

.S 或 .S 为 j 十 2 ,

则先将其移到 S :
的位置

。

情形 2 1在三度顶点
,

如图 6
。

这时有两种移动方式
:

图 5

F 19
.

5

d = 1
,

i

T h e e a s e

在二度顶点的情况

i n d = 1 a n d 1 1 5 i n

a n o d e w i t h t w o d e g r e e s

图 6 d = 1 , i在三度顶点的情况

F i g
.

e T h e e a s e i n d = 1 a n d 1 15 i n

a n o de w i t五 t h r e e d e g r e e s
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S
。 ,

S
: ,

S
, ,

i 顺 时

j
,

i逆时针转动
,

共

4,又
S( i )若 i 在 F

,
G

,

H三位置之一
,

按 i
,

S ; ,

j
,

S
。 ,

S
。 ,

针转动
,

共移动 10 次
。

( 2 )若 i 不在 F
,

G
,

H三位置
,

则按 i ,
S

: ,

5
3 ,

5
4 ,

S
。 ,

移动 8 次
。

除开对 j + 2的考虑不论
,

M O V E I的平均移动次数为
:

旦 x
~

; 士旦十鱼 只
一

卿丝 =6
.

75 次
.

8 艺 8 艺

2
。

4 d = 2时调用的过程 M O V E Z

情形 1 1在二度顶点
,

如图 7
.

这时有多种移动方式
:

( i )若 z 在 B
,

C
,

D 三位 置 之一
,

按 S
。 ,

i
,

S
: ,

S 。 ,

i
,

5
4 ,

S 。 ,
S
。 ,

j
, i移动

.

共移动 10 次
。

( 2 )若 z 不在 B
,

C
,

D三位置
,

则视 j之大小作不同的移动
.

j 二 i 时
,

按 j
,

S , ,

S
: ,

j

移动 , j = 2 , 3 时
,

按 S
: ,

S
: ,

j
,

S 。 ,
S

。 ,
S : ,

S
, ,

i
,

S 。 ,

S :
移 动 , j = 4 , 5 时

,

按

s : ,
S : ,

j
,

S
。 ,

S
。 ,

S
一 ,

5
3 ,

5
2 ,

S : ,
i

,
S: ,

S
:

移动
.

分别移 动 4 , 1 0 ,
1 2次

.

此外
,

当 S
:

或 5
2

为 j + 2时
,

有特殊的移动方式
,

不赘述
.

情形 2 在 i三度顶点
,

如图 8
。

按 i
,

S : ,

S
: ,

i移动
,

共移动 4 次
。

除开 S
,

或 5
2

是」+ 2的情况不论
,

求得M O V E Z的平均移动次数是
“

扣
4 十

合(
4 /

:+1
, 。 ·

争
` 2 “

分
= 6

·

8次
·

图 7

F 19
。

7

d 二 2 , i在二度顶点的情况

T h e e a s e

a n o d e

i n d = 2 a n d 1 15 i n

w i t h t w o d e g r e e s

图 s d = 2 , i在三度顶点的情况

F i g
.

8 T h e e a s e i n d = 2 a n d 1 15 i n

a n o d e w i t五 t h r e e d e g r e e s

2
.

5 d = 3时调用的过程M O V E 3

情形 1 1在二度顶点
,

如图 9
。

这时
,

有两种移动方式
:

( i )一般按 S 。 ,
i

,
5

4 ,
5 5 ,

i
,

S
: ,

S
: ,

i移动
,

共移动 s 次
.

( 2 )若 j = 4
, ,

则按 5
3 ,

i
,

5
4 ,

S
。 ,

i
,

S : ,
S

: ,
i

,
5

5 ,
5

4 ,
S

: ,
S a
移 动

,

共 移 动

1 2次
。

此外
,

若 5 2
或 S

。

是 j + 2 ,

则先做 S : ,
S : ,

S 。 ,
S :
或 S 。 ,

S: ,
S , ,

S :
移动

,

再做类 似

的 8 或 12 次移动
。

情形 2 1在三度顶点
,

如图 10
.

这时有多种移动方式
:
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z )若 j = 1 ,
S : 子 3 ,

且 i 在 D或 F位置
,

按 j
,

S 。 ,
S

。 ,
5

4 , i ,

j移动
.

共移动 6 次
.

2 )否则
,

一般按 i
,

S
` ,

S
。 ,

S
。 ,

j
,

i移动
。

共移动 6 次
-

3 )但若 1 在 G或 H位置 之一
,

且 j< 4 ,

则按 5
2 ,

S : ,

j
,

S 。 ,
S
。 ,

S
: ,

i ,
S : ,

S
, ,

了.、了.、了`、

i移动
,

共移动 10 次
。

此外
,

若 5
5 二 j + 2或 S

, = j + 2 ,

S : = j + 3时
,

有特殊的移动 次序
,

从略
.

除开对 j + 2的考虑
,

求得M O V E 3的平均移动次数为
:

抓于
1 2 +

补 +s)
一

蛋(争晋G
X ` ” 十

补 6)) 二 8 次
·

图 9

F i g
。

9

d = 3 ,
i为二二度的情况

T五e e a s e i n d 二 3 a n d i i s

i n a n o d e w i t h t w o d e g r e e s

图 10 d = 3
, i为三度顶点的情况

F i g
.

1 0 T h e e a s e i n d = 3 a n d 1 1 ,

i n a n o d e w i t h t h r e e d e g r e e s

2
.

6 d = 4时调用的过程 M O V E 4

情形 1 1在二度顶点
,

如图 1 1
。

这时
,

视 j的大小和 1所处的位置有多种移动方式
:

( z )若 j = 1
,

且处在D或 F位置
,

按 j
,

S
: ,

5
2 ,

5
3 ,

5
4 ,

j移动
。

共移动 6 次
.

( 2 )若 j = 1 ,

但不在 D
,

F位置
,

或者 j = 2 ,

就按 S
。 ,

i
,

S
一 ,

5
6 ,

i
,

S
。 ,

j
,

i移动
,

共移动 8 次
。

( 3 )若 j = 3
,

且 i 在 F
,

G
,

H三 位 置 之一
,

按 S : ,
S

; ,

j
,

S
。 ,

S
。 ,

i
,

S一
,

5
2 ,

i
,

S
` ,

5
2 ,

S
。 ,

S
: ,

i移动
,

共移动 1 4次
.

( 4 )若 j = 3 ,

但 1不在 F
,

G
,

H三位置
,

则按 S
` ,

i
,

S
。 ,

S
。 ,

j
,

S
` ,

i
,

S
。 ,

S
: ,

S
: ,

S ` ,
i移动

,

共移动 1 2次
.

情形 2 1在三度顶点
,

如图 12
.

这 时
,

一般 按 i
,

.S
,

S
。 ,

5
2 ,

S
; ,

i 移 动
。

共 移

动 6 次
。

但若 zS 或 5 3
为 j + 2 ,

则先将其移到 S
:

的位置
,

再 作 类似的 6 次移 动
,

从 略
。

图 1 1

F i g
。
1 1

d = 4
, i在二度的情况

T h e

I n a

e a s e i n d = 4 a n d 1 15

n o d e w i t il t w o d e g r e e s

图 12 d = 4
, i在三度的情况

F i g
.

1 2 T h e e a s e i n d = 4 a n d 1 15

i n a n o d e w i t h t h r e e d e g r e e s
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除开对 j+ 2的考虑
,

求得M O V E 4的平均移动次数为
:

分
6 +

音G
“ 6 + 8 + 鱼 + 工

3 3 C
生奋丝))

= 7
·
6 6次

·

2
.

7 d = 5时调用的过程 M O V E S

情形 1 1在二度顶点
,

如图 13
.

移动的办法是先做五点旋转
,

再按 i 在三 度 顶 点

处理
。

做五点旋转有两个方向
:

( i )若 i 在 F
,
G

,

H三位置 之一
,

按 S , ,

j
,

S 。 ,
i

,
S 。 ,

5 1
顺时针旋转

,

移动 6 次
.

( 2 )若 1不在 F
,

G
,

H三位置
,

则按 S
。 ,

i
,

S 。 ,

j
,

S
, ,

S 。
逆时针旋转

,

移动 6 次
。

若 aS 或 S
。

为 j + 2 ,

则先将其移到 S
:

的位置
,

再作逆时针 旋 转
。

情形 2 1在三度顶点
,

如图 14
。

这时有两种移动方式
:

( z )若 S
。 = j + 2 ,

或者 j 二 i不在H位置
,

且 S : 子 j + 2 ,

按 j
,
S
。 , i ,

j 移动
。

共 4 次
`

( 2 )否则
,

按 i
,

S 。 ,

j
,

i移动
,

也移动 4 次
.

除开对 j + 2的考虑
,

求得 M o v E S的平均移动次数为
:

冬( 1。 + 4 ) 一 : 次
.

`

图 13 d = 5
,

i在二度顶点的情况

F i g
.

13 T h e e a s e i n d = 5 a n d 1 15 i n

图1 4

F i g
.

I J

a n o d e w i t h t w o d e g r e e s

d 二 5
, i在三度顶点的情况

T h e e a s e i n d = 5 a n d 1 15

i n a n o d e w i t h t h r e e d e g r e e s

2
。

s d == 6时调用的过程M O V E 6

情形 1 1在二度顶 点
,

如 图 1 5
.

这时一般 按 j
,

S : ,
S : ,

S 。 ,
S
一 ,

S
。 ,

S e ,

j 移

动
,

共移动 s 次 , 若 j = 1在 H位置
,

则按 j
,

i
,

S 。 ,
S
。 ,

s
` ,

5
3 ,

S
: ,

S , , i ,

j移动
.

共

移动 10 次
。

情形 2 1在三度顶 点
,

如 图 1 6
。

这 时
,

一般按 i
,

S 。 ,
S 。 ,

S一
,

S : ,
S : ,

S
: ,

i移

图 15 d 二 6
,

i在二度顶点的情况

F i g
.

1 5 T h e e a s e i n d 二 6 a n d 1 1 5

i n a o o d e w i t五 t w o d e g r e e s

图 16 d = 6
, i在三度顶点的情况

F i g
。

1 6 T应 e a s e i n d = 6 a n d 1 15 i n

a n o d e w i t五 t h r e e d e g r e e s
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动
,

共移动 s 次
.

此外
,

若 5 3 = j + 2 ,

可先 做 5
3 ,

S
: ,

5 1 ,

S : ,

移动 ; 若 5
5 = j + 2

先做 S
。 ,

S
` ,

5
5 ,

S
: ,

S
: ,

S
。 ,

移动
.

然后再进行 类 似 的 s 次移动
.

除开对 j + 2的考虑
,

求得 M O V E 6的平均移动次数是
:

一

旦 +

2 奋(登
· 8一奋

· 1“

)
= 8

·

2 5次
·

3 算法的平均移动次数

这里
,

只讨论平均移动次数
,

而不讨论最坏情况移动次数
.

因为最坏情况移动次数

不可能达到
,

意义不大
。

算法中可能的移动可分为 3个部份
:

环状化
,

按顺时针排递增顺序
,

以及最后的环

形移动
。

把非环状初态排成环状
,

平均移动 1
.

5次
。

非环状初态 出现的概率为 8 / 9
。

故环状化

的平均移动次数是 4邝次
。

这里不计入对 1 或 2 特殊处理的移动次数
,

因为它不会超过把

2 移到 1 后所需平均移动次数
.

已知
,

各M O v E i的平均移动次数 iV 分别 为
:

V : = 6
.

75
,

,
V

Z = 6
.

8 。
V : = 8 ,

V
` “

’

7
.

6 6 ,
V

。 = 7 ,
V e = 8

.

2 5
-

注意
,

各M O V iE 中为考虑 j 十 2而增加的移动次数没有计算在内
,

因为其所 增 不会
.

超过 j + 2单独移动时的平均移动次数
。

排递增顺序 由总体算法的 F O R语句完成
。

执行第 j次循环时
,

数字 1 到 」已排 好
。

这时
,

j + 1可能距 j为 。 , 1 , … , 7 一 j
。

因此
,

第 j次循环的平均移动次数为

L j = ( V : + V : + … + V
7 一

j ) / ( s 一 j )
。

所以
,

执行该 F O R语句的平均移动次数为
:

( 6
.

7 5 + 6
.

5 + s + 了
.

6 6 ;
一

2 + 5
.

2 5 ) / 了 + ( 6
.

7 5 + 6
.

5 + s + 了
.

6 6 + 7 ) / 6

+ ( 6
.

7 5 + 6
.

8 + s + 7
.

6 6 ) / 5 + ( 6
.

7 5 + 6
.

5 + 8 ) / 4 + ( 6
.

7 5 + 6
.

5 ) / 3

+ 6
.

7 5 / 2 = 3 1
。

5 2

由于算法中处处采用使 1向 A 位置靠近的移动方式
,

除初态为 5 6 7 8 1 2 3 4 外
,

已不会再有 E M O V E出现
,

故可忽略不计
, 基于同样的理由

,

需要移动 16 次 的 环 形移

动也大幅度减少
.

我们保守地估计有 7邝不需环形移动
,

故环形移动 的平均移动次数为

2 6 / s = 2
。

于是
,

整个算法的平均移动次数应为
: 1

.

3 + 31
.

52 + 2 = 3 4
。

8 2

4 实例比较

由表 1 可以看出
,

33 个实例中
,

有18 个减少了移动次数
,

其余的也没有增加
。

需要

环形移动的实例由 17 个降为 2 个
,

其中 1 个是初态如此
。

总移动次数 从 1 1 9 6降 为 8 5 .4

平均次数从 36
.

24 降为25
。

88
。

下降了2 8
。

6个百分点
。

尽管如此
,

仍无 法证明此算法是最

优的
。
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表 1 两个算法的结果比较
.

(时照 )
T a b

.

i A e o垃 P a r i s o n o f r e s u l t s f o r tw o a lg o r i th鱼 :

输入初态 文 [ 3〕的移动次数 本文的移动次数 输人初态 文〔 3 J的移动次数

183024204294629“34肠34n44000 1 2 345 6 78

1 2 03 45 6 7 8

5 6 132 7 4 80

13 2 48 5 6 70

13 2 8 6 75 40

7 12 65 43 80

6 1 25 7 4 380

7 15 4 38 26 0

7 12 54 63 8 0

6 83 52 4 170

2 14 3 8 76 05

6 45 23 7 18 0

0 75 8 6 3 42 1

2 56 7 10 8 34

2 3 45 6 7 180

1 45 8 26 7 30

3 67 58 12 40

A M O V E

A M O V E

EM O V E

CM O V E

A M O V E

A M OV E

A M O V E

A M O V E

AM O V E

G M O V E

A M O V E

EM O V E

G M O V E

EM O V E

G M O V E

A M O V E

A M O V E

A M O V E

A M O V E

A M O V E

A M O V E

A M O V E

A M O V E

A M O V E

A M O V E

A M O V E

AM O V E

A M O V E

A M O V E

A M O V E

A M O V E

AM O V E

A M O V E

A M O V E

3 5 7 81 2 6 40

36 78 12 45 0

1 56 3 27 48 0

76 1 2 54 38 0

6 74 8 352 10

104 5 6 78 23

6 50 3 42 1 78

8 2 14 376 05

3 57 4 0 6 182

6 18 45 72 30

54 6 32 1 80 7

08 7 5 63 42 1

12 5 6 7 0 8 3 4

87 6 5 43 2 10

12 34 56 780

3 4 5 6 78 1 2 0

G M O V E

A M O V E

G M O V E

EM O V E

A M O V E

A M O V E

EM O V E

A M O V E

E M O V E

GM O V E

人M O V E

EM O V E

G M O V E

C M O V E

AM O V E

G M O V E

本文的移动次数

1 4 G M O V E

30 A M O V E

2 6 A M O V E

2 4 A M O V E

3 8 人M O V E

9 A M O V E

4 0 A M O V E

2 9 A M O V E

4 4 A M O V E

44 A M O V E

3 5 A M O V E

3 0
`

A M O V E

1 7 A M O V E

3 8 人M O V E

0 A M O V E

0 G M O V E

8630加封301828203536342833102024864018242032301848邵28252282024

. 环形移动 AM O V E需 。 次移动 ; CM O V E和 G M O V E需 16 次 , E M O V E需 s0 次
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