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极值点的局部判别定理

张 能 明

( 数 学 系 )

摘 要

利用 区域边界曲线的曲率性质
,

研究所有象在该区域的解析函 数组成的集合之极值点
,

给出函数成为极值点的充分条件
,

并求得两类特殊的解析函数族之极值点
,

推广 了前人的有

关结论
。

关键词 解析函数族
,

极值点
,

区域的可微边界曲线
,

曲率

1 引言与记号

以了记 U 二
{z] 】川 < l} 上的全体解析函数在内闭一致收敛拓扑下组成 的空间

。

B
。 二

{ 。 }。
。
了

, 。 ( o ) = o ,

}。 (
二
) 1< 1 }

。

设 厂
, F 。

了
,

如果存在。 。 B
。 ,

使 f = F
o 。 ,

则称 f从

属于 F
.

以 (S F )记全体从属于 F 的解析函数 组成 的 集 合
.

若 D =

(F U )
, a 二 F ( 0)

,

则

S ( F )也记为 S
。
(D )

.

对于了的子集了
,

以 co 了
,

co 了
, E了分别记了的凸包

,

闭凸包与极值点
.

文 〔 1 〕证

明
:

当 D为有界凸区域
,

边界为一条二阶连续可微 曲线丫( , )
,

且 袱心 的相对曲率恒 正时

“ S
·

( D ) 二 `厂}厂` “
·
(D )

,

I:“
。 g `· ( “ , d“

一
}

一 、 ; !厂一 F
。 。 , 。 ·

,
,

l:“
。 g ( 1 一 }。 (。 `“ ) } ) d “

二

一 }

其中 F为任一 U到 D 的解析同胚
, F ( 0 ) = a .

久
:

( 0) 表示 厂( ie o) 到了的距离
.

即若令 d
r

( : )
、

表示 : 到曲线 丫 的距离
,

则几
r

(口) 二 d
r

( f( 沙0 ) )
.

当 F为单叶函数时
, F o H抓

2〕
.

由从属不等式 〔 3 〕知 S ( F )二 H 夕 ( p < 通
一

)
.

此时 f ( 。 i乡)
,

又
r

( 0 )几乎处处有定义
.

本文将上面结论推广到一般的区域上
,

利用边界上的一条分断连续可微 曲线
,

给出

函数在 E S
。
( D )中的一个判定

。

并作为应用
,

求出了两类解析函数族 的极值点
.

定理 1 设 D为平面区域
,

。 D
.

袱 )t (0 成 : ( 1 )为 刁D 自口蕊 D 上的二阶连续可微 慈

线
.

K (t )为以 ` )的相对曲率
.

设 K ( )t 恒正且在终端满足渐近条件
:

存在 刀) 。
, 。 言万

,

使对 i = O
, 1 ,

有
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1im

t
一

.

卜 Z

K (小
( 】, ( t ) 一 。 】“ )

(】了( t ) 一 B i l
“月 i )

> O

( 其中
:

当 丫 ( i )有限时
, B i 二 丫( i )

,

月 i = 1
.

而当 丫 ( i 、无限 l讨
, B i = o

,

A 、 = o )
.

若 沂绍
。

(D )
,

则 f 成为 S
。
(D )的极值点的一 个充 分条件是

定理 2

连续曲线
,

「“ “
,

久
r

( 8 、
1 10 9

一
一

斗导共典刃 d e = 一

J
, 一 〕 1 十 又

:

( 6 )一

设 F为刀到 D 的解析同胚
,

f o s
。
( D )

.

如 果 沂满足

(F o ) 二 a .

袱 t ) (0 ( l ` )] 为口D 门夕
c o D 上的一条

f
么兀 ,

几
,

(口)
. 1 0 9 丁一

不 万石 八 Q 口 = 一 C。

J 0 1 + 凡 r ,

LU )

则存在 B
。

中的 函数。 ,

定理 3 设厂 (的

二 E B
。 ,

且 步可表为 厂二 F (州 )z )
.

一

(策譬)
“
或刀 一 `。 g 1 + a 之 ,

卜 l

一

—
、 ! l(I =

1 一 若

1
, “ 笋 一 1

,

O < a < 1 )
,

五 S ( F ) = 弋f {厂。 S ( F ) 且 厂(
。 f口) 。口F ( U ) a . 。 .

定理 4 设 F (· )
=

(若器)
“
或 F `· , 二 `。 g

长器 (
· 手 “

,

,· ,簇 `
,

,`
沪

,簇 ` ,

} ia) } < 1 )
,

则取定解析分枝后
, F 。
了

,

且

: : (: )
= { , rr

。 : (: )
,

f
“ “

1。 :
:

李)卫伙
、

d 。 二 一 二 }

J 0 1 + 凡r L口 )

其 中 : 为 : ( u) 的边界曲线
: : ( , ) 一 r 3共塑饭梦、

“
或 : ( , ) 二 】。 : ’一

坪典骂
` ( 。 、 ,、 l )

` z “ 一 、 一 ` r ’ `

一 ” ~ 一 ”
` 一 ’

、 1十 心扩剐 i ,
一
八

` 、 一

”
一 。 1 千 右。

2刃 ` 、

一
`

一
’ /

注 1 定理 1中的条件
:

袱 )t 为二阶连续可微
,

可以改为分断二阶连续可 微
,

而在

临界点满足相应的渐近条件
。

注 2 渐近条件等价于
: 当 袱动有限时

, :
_ K ( t )

些川
l

几 丁

厂
一 、 一

石
、 户 U

才一 1 1了气曰 一
’

r 气子川
「

而当袱 i) 无限时

1i m K ( t ) }丫 ( t ) {
刀) o ( f = 0 , 1 )

t se 》 `

注 3 当D 为凸区域
, 了为其边界

,

袱 。 )
= 袱 1 )

.

了及其相对曲率满 足 定 理 1 的条

件
,

结合 〔 4 〕不难看出

E S
·
( D ,试 ` , , , = F (田 )

, 田 〔 B 。
且
J:

厂 `。 ; 、卜 }勿 (· `“ ) } , d“

一
}

「2兀 :

又
,

(夕 )
一 气了’了〔 。 “ 、刀 ” J

。 ` 0 9 1丫衣(。)
a 口 “ 一

`

加

一 、 , : ,
`
:

·

( D )
,

J;
” `。 g ` ·

( “ ) d “
=

一
:

注 4 定理 4 中的E (S 尸 )有表达式
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: 、 ( : ) 一 、 : ! , 一 F
。 。 , 。 6 5

。 ,

{ 10 9 ( 1 一 l。 ( 。 `e ) l ) d s = 一 co }

2 主要引理与定理的证明

以下 引理是文章证明的关键
,

引理证明从略
。

引理 1 设 D 是一个区域
, 。 。 D

,

袱 )t ( o ( `簇 l) 为口D 自五
o D 上的二阶连续可微

曲线
。

又存在口
,

使 袱 )t 的相对曲率满足定理 1 中的渐近条件
。

对正数M
, a ,

定义 D 的子域
:

、 ( 一 M }
一

}
忍·

/感一̀
B “

“
一 ,l一之之ì (找

ù

dd一十
一. .土gO

司刀 .人

D6之之
尹产、

一一
、 .户

a
了.、

摘D

则对固定的
a ,

当M充分大时
,

存在 正数N
,

使得对任意乒 D斌 a) 及复数
a ,

若乙士决 D
,

则必有

! 。 }、 N ` ! ;一 ; / / 2

/红
}乙

一 B `
,“一

`·

,
·

“
一“ ,

·

引理 2 设 F (动 二 生岑
( !

a
l < ` )

,

D 一 尸 (口 ’
, “ 1 =

{
·
,

/̀ ” ,

且 d
·

(
· ,簇

对任何李 D
, ,

* C
,

如果石土叱刀
,

则必有

嗯、 ,尹O
,巴

困..1

m i n f 一
_

、 c
}
e `

10 9
“ 2

} + 4 10 9 2 ,

其中
]a }毛 2了

。 1。
’ / 2乙l

·

d
。 ” 2

(乙)

_ 4二 ( i + 1a J)
,

一

五刁 云}a)
’
了为D 的边界 曲线

,

若记

H 二

{
(: ( `

1

)
,

: ( ,
2

小
· : (:

,

( ,
,

) )一
g ( :

产

(才

川
、 否}

则 己 = n l I n

( 工 , y ) C j !

{ x 到刀的距离 }

定理 1 的证明
·

不妨没。 = 0下 z )
,

今 。 < a
< 1

4

.

定义 D 试 a) 如引理 1
,

M 为使引理

1 成立的充分大的数
.

由于 f。孔 ( D )为 g
。
( c o D )的极值点蕴含 劳为 S

。
( D ) 的极值 点

,

因

此不妨设 D 为一 凸区域
,

此时S
。
(D )为凸集

。

现设 厂为满足定理条件的一函数
,

如果它不是极值点
,

则存在少了
,

使厂士少 S。
( D )

。

_
上

.

丫
。 , . 。 ,

。
、

_

_ 二 二 ,

1
产 ,

一
、 , 。 、 , 二 ,

1
.

/ 1 、 。 ,
. 、 , r , : 。 、

由 于 f
、

厂士 9 0 5
。
( D )仁万

`’ ,

g =
土〔 ( 厂

+ g ) 一 “ 一 g )
_

几。行
`’

. 乡< 青 1
.

听以 厂( e i g )
,

g ( e 沁 )
一

一 `

” 一 “ “ ’ ` ’ “
2

一 ’

以
` 、 ’

“
`

、
f 一

2 1
’ “ ’ 一 `

”
、 ’ “ 、

几 乎 处 处 存 在且对 〔。
,

2川

记 E , ( f
, e ) 二 {0 }口。 {

_

O
,

夕。 E 、
( f

, a )时

了(
e ￡八)士g (

亡
·

`0 ) 。 D
,

从而由引理 1 得

于几任 一 自:
一

、 。集 E 、

J
: `· g }厂( · `“ ) }d “ > 一

〔5 ,
.

2二〕
。

: (已f口)
,

刀 ( 。 ￡0 ) 存在 11
_

丈( e i o )。 D 。 ( a ) }
,

则 当

厂( 。`夕)〔 D 二 ( a )

、̀ `一“ , ,簇 〔 N
·

,“ · “̀ , ,
万`

丫只
·

厂̀̀亡 f“ , 一 “ ` ,刀
” “ ·〕

·

“ !
尸

` ’ `
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注意到当 口 6 E 。
(厂

,

10 9

a )时

冷豁
) > 一 “ ’ 厂(

己`“ ) }
2 ·

/只
! 、`。`“ , 一 B` ,

“ ·’ 之

考虑到 、 式右边 函数是某一 H
l

函数的边值函数
,

而由条 。、
:

J
,。 : ,

暇
一

淤
“

= 一 C x〕 ,

即可推得

f
,

几
,

(口)

J刀
, :

(厂
, a ) ` 。 9 --1了不和)

。 日 二 一 co

而因为 丈(
: ,

,

, (: )一 。 、。 H
,

(。 <
一

弄、
.

且当M充 分大 。寸; r 、。 ) < 1
,

、 }
_

: 、 : 难看出
、 乙 ,

J
: 、 ,

( 、
, 。 ) 10 9 }。 、

· 、。 ) } d。一
。 。

对于可测集刀
。 ,
(几 a) 及 H 尹 中的函数

,

这是不可能的
,

由此证 }月了 厂必是 S
。
( D ) 的极值

点
。

定理 3可用与文 〔 1 〕
、

〔 6 〕完全一祥的方式而证得
.

定理 州余 }乡 } 二 l 的情况外
,

完全满

足定理 1 的各个条件
,

因而可直接从注 3 得 到
.

当 }b l
= 训寸

,

不妨 i土抄 = 一 1 ,

然后按照定

理 1 的证明方法
,

结合引理 2 也可给出相应的证明
。

定理 2 的证明 令 F I

为 U到 c o D 的解析同胚尸、
( 0 ) = 。 ,

则尸
,

是宾加卜凸函数
.

以 七 (的

记 厂( 。 i口)到口
e o D 的距离

,

由于丫二口e o D
,

所以 从 ( 0 )簇凡,
,

( 夕)
.

设 厂= F ,

(们 二 F (。 )
, F ,

( 。
,

)
二 F

。

则 由 S c h w a1’ t z 引理知

功 = 。 , o 。 ,

{叻(
: )】簇 1。 ( : ) {

如果 厂满足定理 2 的条件
,

即刻推出

f
“兀 又

,

(口)
,

. 一

一
竺 : 升二 二 Q 口 二 一 O 二

J 0
1 + 凡 ,

(口 )

于是由文 〔 4 〕我们知道

J 10 9 ( 1 一 }叻(
e `夕) ! ) d s

= 一 co

因而

{:
“ `。 g (卜 、田 ( · `“ ) } ) d “ 、

J:
“ `。 g “ 一 ,。`一“ , ,d“

二

一
。 是 B

。
的极值点

.
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简讯
·

《 偏微分方程及其数值解 》 专辑出版

即将出版的 《 中山大学学报 》 自然科学论丛 ( 1 3 ) 是一本关于偏微分方程理论和数

值方法 的论文集
,

主要反映吴兹潜教授等人近期的研究成果
,

包括 偏微 分 方程 组的分

类
,

复 合一混 合型
、

双曲型
、

椭圆型方 程组 和特征型恒零的方程组的边值问题
,

拟线

性双曲方程组的柯西问题
,

函数方程和流体 力学的数值方法以及关于函数方程 的一个综

述
.

其中关于分类的结果在今年广东省偏微分方程学术会议上引 起 了与 会 者的浓厚兴

趣
.

近年来
,

中山大学学报 ( 自然科学版 ) 上有关 函数方程的论文有三篇被摘录在权威

的 《 M
e ht e o at 沈 al R e v 沁 w 》 上

,

这 木 《 偏 微分方程及其数值解 》 专辑对有关的科研

人员将是很育帮助的
.

( 刘运康 )


