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2. 一可 扩 平 面 图

委 定 俊

( 计算机科学系 )

摘 要

证明了所有具有偶顶点数的 5一连通平面图是 2
一

可扩的
,

并给出了非 2
一

可 扩 的 4
一

连

通平面图
.

关键词 完美对集
, n 一

可扩图
,

圈边连通度

本文所讨论的图均为有限
、

无向
、

连通和简单的
。

lP
u m m e r 〔 ` 〕

引入了
n 一
可扩图的定义

。

设
,和 n是正整数

,

满足
n ( ( v 一 2 ) / 2

。

图 G 具

有
,
个顶点并有完美对集

.

那么
,

G称为
。 一
可扩的

,

就是说
:
对于 G中任意一 个具有

二 条

边的对集M
,

M 包含在G的一个完美对集中
.

lP
u m m e r

在 〔 2 〕中证明了任一平面图都不是 3 一
可扩的

。

H ol ot n ,
娄 定 俊 〔 3〕

和

lP
u m m e r 〔 ` 〕

证明
,

当圈边连通度充分大时
,

正则平面图是 2 一
可扩的

.

本文进一 步 扩 展

上述结果
,

证明所有具有偶顶点数的 5 一
连通平面图是 2 一

可扩的
.

同时
,

给出非 2 一
可

扩 4 一
连通平面图的例子

。

所有未在本文中定义的术语和符号引自〔 5 〕
.

引理 1 如果平面图G的围长为 g ,

那么

。 `

洽
` , 一 2 ’ ( 1 )

证明参见 〔 5 〕中习题 9
。

3
。

1
。

推论 1 如果 G是偶图又是平面图
,

那么

: 簇 2 (
v 一 2 ) ( 2净

·

证明 由于 G是偶图
,

试 G ) ) 4
。

由引理 1 的式 ( l )可得 ( 2 )
。

定理 1 每个顶点数为偶数的 5 一连通平面图G是 2 一
可扩的

。

证明 假设 G不是 2 一
可扩的

。

G中有两条独立边 le’ 二 叭内 ( f = 1 , 2 ) 不包含于 G的任

何 完 美 对 集
。

设 ` 尹 = G 一 ` 。 : , v : , u : , 。 :
}

。

由 T ut et 定理
,

存在 G
尹

的一个顶点子 集

S ,
g V ( G

产
)满足 O (G

尹一 S尹 )> }S
,
}
。

由于 G ,
有偶数个顶点

, O ( G
尸一 S尹 ) “ ! S

`
} + Zk ( k

) 1 )
。
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一

可扩平面图

选取满足 O ( G
尹 一 S尹 ) =

15
声

卜 2k (左) 1 )的顶点数最少的集合 5
2 .

并设 C
, ,

C
: …

,

cl
: ` 卜

2 、是 G
` 一 S怕勺所有奇分支

.

对 S
产

中任一点尤 ,

c
; ,

c
: , … ,

c } : , } 十晓 中至 少 有 3 个分支的某些顶点与 对目邻
。

假设此结论不成立
。

如果只有一个奇分支 C的顶点与对目邻
,

那么
,

s “ S ` = \ 丈
x

} 满 足

O (G
` 一 S 扩 )> ! S

扩
}

,

这与 S
产

的最小性矛盾
.

若上述情况不成立
,

则恰有两个奇分支 iC 和

jC ( 1 镇 i < j ( }S, ! 十 2壳 )的顶点与
x相邻

.

这时
,

C
产 = C , U (

二 } U C j是一个奇分支
,

并

且 S
“ 二 S “ \ {

x
} 满足 o( G 了 一 sl, )> 】S,, !

,

这 与5
2

的最小性矛盾
。

选取满足 O ( G 一 S ) = 15 } 一 4 + 2寿 ( k ) l ) 且S卫 S ,的最小集 合 S
。

那么
,

对 谧
、 : ,

} n s 中的任何顶点万
,

已
,

q
,

二
,

cl
、 : 一 ` 十

味 中 至 少 有 3 个 分 支 的顶

点 与夕相邻
.

假设上述结论不成立
.

若只有一个奇分支C的顶点与夕相邻
,

则 S
, 二 S \ ( 夕 }满

足 s
,
卫 S

产

及 O ( G 一 S
,

) = 15
,

l一 4 + Z k
,

这与 S的最小性矛盾
.

若恰有两个分支 C `和 C i ( 1

簇 i < j ( 15 1一 4 + Z k )的顶 点 与 互相邻
,

那么 C
` 二 C i l过物 } U C i 是 奇 分 支

,

并且 S
:

=

s \ { 云} 满足 s
,
卫 s

,

和。 (` 一 s
:

) = 15
;

l一 4 + 2寿 (寿》 i )
,

这与 S的最小性矛盾
.

由G的 5 一连通性
,

对 G 一 S中每一个分支 C
,

S 中至少有 5 个顶点与 C 中顶点相邻
.

收缩 G一 S中每一个分支成一点
,

并且删除 G 〔匀 中所有边
,

得到一个 偶 图 G
, ,

其 二分

类为 ( S
,

r )
.

这时
,

S中所有顶 点
v
满足九

:
( v) 妻 3

,

并且 r 中所有 顶 点
“ 满 足 dc

:
(
“
)

) 5
.

由 G的 5 一
连通性

,

}sI 夯 5
。

}Y 【) !SI 一 4 + 2k 是` 一 S的分支数
。

由上述讨论可知
, 。

( G
;

) )
专( 3 ! s }+ 5 ! r } ) .

由于 i了 ! ) }S 卜 4 + 2壳以 及寿) 1 ,

不失一般性
,

设 }r 卜 }S ! 一 4 + 2 + 二 = 15 1一 2 + 二 (二 ) o )
.

从而
,
(G

,

) = ! S } + ! Y } = 2 ! S】一 2 + 二
.

并且
: `G

l

, )
令

〔 3 }s卜 5 ( }s ! 一 2 + 二 )〕 一 4 }s卜 5 +

令
二 > ; ! s ! 一 a + Zm 一 2 (卜 2 )

.

这与推论 i 矛盾
。

口

给出一个非 2 一可扩 4 一连通平面图的例子 (见图 1 )
,

说明本结果不能被扩展
,

也不

能被扩展到非平面图
。

图 1

F 19
。
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