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周期性弹性支座上的无限长梁

静力 间 题 的 精 确 解
`

蔡承武 张焦宏 李 鹰

( 应 用力学与工程 系 )

摘 要

基于无限长链式周期结构可以认为是相应的回转周期结构当子结构数目趋于无穷时的极

限情形
.

本文应用 U变换
,

得到了在任意载荷条件下封闭形式的精确解
。

对两种典型载荷
,

文中给出了解答的表达式 ; 导出了近似模型的相对误差依赖于无量纲弹簧常数 K的显式函数

关系
。

关键词 U变换
,

周期性弹性支座
,

精确方法

1 前 言

关于在周期性刚性支座上连续梁的静
、

动力分析
,

已有不少方法
,

如差分 方 程 方

法 〔 ’ 〕 、

迁移矩阵法
〔 “ 〕 、

波传播法
〔 “ 〕等 ; 但以 上诸方 法均难以获得无限跨连续梁在任意

载荷作用下
,

封 闭形式的精确解
.

文 〔 4 〕
、

〔 5 〕 中 曾 用 U 变换方法研究回转周期 结构

在任意静
、

动载荷作用下的结构分析问题
.

最近
,

本文作者与张佑启
、

陈汉栓一起应用

U 变换方法分析无 限长连续梁的间题
,

将无限长连续梁作为回转周期结构当其子结构数

趋于无穷时的极限情形处理
,

静力分析
〔 6 〕与动力响应分析

“ 7 〕均已获得解决
。

本文将 U变换法应用于具有周期性弹性支承上的无限长梁的静力分析中
,

求 得了其

它方法难以得到的任意载荷作用下的精确解
.

作为工程应用的例子
,

将本文给出的精确

解与按平均化的弹性基础梁模型计算得到的近似解
〔 8 〕
进行了比较

.

对两种典型载 荷 条

件
,

导出了相对误差与无量纲弹簧常数 K之间的显式函数关系
。

2 基本思想与控制方程

考虑一具有均匀弯曲刚度刃 I的无限长梁支承在周期性分布的 弹 簧 上
,

如 图 1 所

示
。

图中寿
、

l分别表示弹簧刚度与两相邻弹簧之间的距离
; 整数表示子结构编号

。

众所周知
,

在有限范围内受到任意载荷的作用
,

均不会在连续梁的两个无穷远端 氛

处引起挠度
、

转角与内力
.

反之
,

在无穷远端点处的边界条件亦不会对有限部份产生影

响
。

基于这一理由
,

可以假想地将两个无穷远端点
“ 连接 ”

起来 ; 即将无限长链式周期

结构看作是具有相同子结钩的回转周期结构当子结构数 目趋于无穷时的极 限 情 形
.

因

本文 1 9 89年 5月 17 日收到
.
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此
,

可分两步求解
:

①对具有回转周期性的 N跨离散弹簧支承梁
,

在给定载荷下求解
多

②令子结构数 N趋于无穷
,

求极限解
。

E工

一哇
1

生犷于
犷

卜 亡闽
了二护丁

一
`
卜 -

图 1 无限长弹性支承梁
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图 2 子结构与局部坐标
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对每一子结构建立局部坐标
。二万 ,

如图 2 所示
。

在各自的局部坐标中
,

平衡方程与相邻子结构间的连续条件取相同的形式
,

即
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其中
,

F 。 x( )
, “ 。扛 )表示第” 个子结构的横向载荷与挠度函数 , 切“ :

(` )兰外 x( .)
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其中
, ` “ 召二了

,
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。
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微分方程组 ( l) 与 ( 2 )变为
:
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其中
,

K 二 从 3
/ E l 为无量纲弹簧常数

, q。 为第。个广义位移
.
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f 。 (
` ) “

六昌
“

一 、 〔; 一 ` ’ m 笋 尸; (
x
)

( 7 )

从方程 ( 5 )
、

( 6 ) 解得 q 。 (幼后
,

代入 ( 3 ) 式便可得到二 k ( x)
.

当 N 趋 于 无

穷时
,

挠度函数的极限
〔 ? 〕
为

厕 i(z
: ) 二 h m 二从

x
) 二 少

一 f
Z ”

R 。 〔。 “ 及一 ` ’ 口: (。
,二

)〕d
x

艺兀 J 。
( 8 )

其中

q (二必
,

x) 二丫反口袱 x) ( 9 )

3 两种典型载荷作用下的精确解

3
.

1 某一跨作用均布载荷 p

定义受栽荷的子结构为第一子结构
,

即

F
I

(
x
) 二 P ; F

:

(
x
) = F

s

(
x
)

= … = 尸二
(

x
) = o ( 10 )

将 ( 10 )式 代入 ( 7 )式便得广义载荷瓜 二
P/ 斌反

; 然后代入方程 ( 5 ) 的 右 端
,

从 方 程

( 5 )
、

( 6 )不难解得
:

q , (
x
)

= PI
峨

3 8 4 E I 甲而 (
c 二

。 + C二 !

专
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节
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、、 1

1
,

|
`

…
zC 。 。 = 1 + 〔s ( 5 一 K

,

)
e o s二功+ 8 (K

: + 7 )〕 /刁。

C川
, = s i s i n 二功(

e o s m必+ 1 2一 ZK
,

) /乙m

C切 : = 2 4 { 1一 4 〔 ( K
: 一 1 )

e o s二必+ i + 3 K ,〕 /刁。 }

C m 3 = 3 2 f s i n 二必(
e o s 二必+ ZK : 一 i ) /刁。

乙。 = 。 0 5 2 ,: 必+ ( 4 K
, 一 2 )

e o s m功+ S K
, + 1

K : = K / 48

以武二价
,

x) =
甲元甄 ( x) 代入积分表达式 ( 8 )

,

经积分后可得各子结构的挠度函数
.

跨的挠度函数为
:

W
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(
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由关系式M (
!
)
二 一 石`

豁
可得对应的弯矩分ha

最大挠度与最大弯矩均发生在受载跨的中点
,

其值为
:
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2 某一踌的中点作用一集中力 P

各子结构的载荷函数为
F工 ( x ) = P占( x )

,
F

:

( x ) = F
。

( x ) = … =
NF ( x ) = 0

按照上题所阐
一

明的步骤
,

不难求得各子结构的挠度函数
,
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,

最大挠度与最大弯矩均发生在载荷作用点
,

其值为

受载跨的挠度函数为

呱
x 一 、

,

(
·

卜而粤聂瓦 (3
十

音lK
`

赞〕
毓
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( 1 5 )

( 1 6 )

( 1 7 )
,

( 18 )

4 与近似方法结果的比较
_

对于具有周期性弹性支座的梁
,

当支座较密 ( 支座间距远小于挠度曲线波长 ) 时
,

通常工程上当作弹性基础梁处理 ( 即将离散弹性支座用连续的w 纽 k l e r地基代替
,

对应

的地基常数为了 = 吞l/ )
,

这种工程方法的近似程度缺乏精确的定量分析
.

本文将利用上

节得到的结果与弹性基础梁的对应结果进行比较
。

4
.

1 某一跨作用均布软荷 p

无限长弹性基础梁
,

在长度为 l的一段上作用有均布载荷P
。

最大挠度与最大弯 矩均

发生在载荷作用段的中点
。

从文〔8〕可得有关解答
,

若用对应的离散弹性支座梁的参 数

表示
,

最大挠度与最大弯矩分别可表为
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a x ,
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,
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其中
,
兀

` = 二 r / 2丫百
;
从 ( 20 )式可以发现

,

相对误差仅依赖于无量纲弹簧常数 K
·

通过极限运算
,

可以证明
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因此
,

当K 很小时
,

近似方 法是正确的
;
但当 K增大 n寸

,

谈差显否名大 ( 见 国 3 )
.
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以铁轨为例
,

取文〔的给出的数据
,
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,
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.

56
,

代入 ( 2 0) 式便得
-
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。
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.

7 5肠

4
。

2 某一跨的中点作用一集中力 P

无限长弹性基础梁作用一集中力的情形
,
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点
,

它们的值分别为
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5 小 结

本文研究了在周期性弹性支座上的无限长梁的静力问题
.

对一跨作用有均布载荷与

跨中作用有集中力两种情形给出了精确解的表达式
,

且本文的方法不受载荷条 件 的 限

箭当乍为具体应用
,

研究了以弹性地基代替周期性弹性支承所产生的误差
,

相对误差唯

一依赖于无量纲弹簧常数 K ; 无论是最大挠度还是最大弯矩
,

相对误差均随着K趋 于 零

而趋于零
.

但是
,

当 K较大时
,

将产生显著误差
。

最大弯矩的误差比最大挠度的误 差大

得多
.

对两种载荷条件
,

文 中给出了相对误差依赖于 K 的显式函数关系
.

应用本文的方法也可以分析动力响应问题
,

这将在以后的论文中讨论
。
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