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摘 要

给出了半对称 C al o g c r o完全可积系统的解析解的显式表达式
.

分析其解的有界性质
,

证明了相应的相空间不存在闭轨
,

并对其相流的特点进行了讨论
.
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l 半对称C a l o g e r o系统
C a l。 罗 r 。

系统 是完全可积系统的典型例子之一
,

为研究完全可积系统提供了 一个

分析工具
.

关于 C a lo g e r o 系统的可积性已有许多讨论 〔” ’ 〕
.

原则上说完全可积系 统 是

可以用积分的方法求得其解的
.

但是
,

在多数情况下
,

要找出其解析解的显式表达式似

乎是困难的
.

本文给出了半对称 C al o g e r o
系统的定义

,

得到其解的显式表达式
.

由此分

析了其解的有界性
,

证明其相空间不存在闭轨
.

本文结果的应用是多方面的
,

如对可积

系统数值方法的检验
.

通过数值方法对半对称 C a l o g e r 。
系统的应用

,

比较数值解与解析

解
,

来判定该数值方法的有效性
.

本文研究两个质点的 C al
o g e r 。

系统
.

定义 1 称下列方程组所描述的系统为半对称 C al
o g c r o

系统
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= 召
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P
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其 中 户
工

d
石

-

P a
L亡) ,

U 石
余类推

. a ; 护 a : .

2 二

空
2

(艺)
二 P

:

( t )

口:

( 0 ) = a :

(夕
、

(` )
,

P
:

( t )
, q ,

( t )
,

q
:

( t ) )
了。 R

4

称 为相

变量
。

定义 2 称 a ; 二 一 a Z

的半对称 C al
o g e r 。

系统为对称 C a l o g e r o
系统

.

在定义 2 中
,

之所以分别冠以半对称和对称
,

是 因为在下面的讨论中将看到
,

在半

对称系统的相平面中
,

解曲线关于 户
, ,

P
Z ,

是对称的 ; 而在对称系统的相平面中
,

解曲

线关于 p
: ,

p
: ,

’

及 q : ,

乳都是对称的
.

C a l o g e r 。
系统是完全可积的 〔 ` 。 .

它的两个对合的首次积分分另}}为

F
上

( Z ,
二

告
。̀工 2 + ” 2:

, +

( q , 一 q:

)
2 ( 4 )
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F :
( Z )

= P : + P
:

2 解的表达式

引理 方程 (其中
a > 0)

,

(币( t ) )
“ 一 。切 ( t ) + 1 = o , t李 o

、

功( 0 )已知且非零

有唯一解属于 少〔0 , 十 OC )
,

且可显式地表为

( 5 )

( 6 )

( 7 )

、

,
了、 .产只óO。

声.̀、`了̀、帅卜 今
“ 十似 0) , + (似的 )

2

曰
任 “

证明 利用 ( 6) 可得

甲 ( 0 ) 二 〔 (动( 0 ) )
2 + 1〕 /

a

再对 ( 6) 两边同时微分得

币(` ) `动(` )一奋) 二 0
( 1 0 )

由于动( 0) 手 。
。

因此可分两种情况进行讨论
.

( i ) V z。 〔 o , + 二 )
,

动( t ) 子 0
.

此时由 ( 1 0 )式知
,

V z。 〔o , + co )有

动( )t 一
a

万 二 U
艺

由 ( 1 1 )并注意 ( 9 )式
,

即得 ( s )式
,

( 1 1 )

证毕
+ 二 )使得 动( r工)

= 0 ,

但示( t ) 扮 。
,

V t。 〔0 , t工 )
.

此时在区间 t。 〔o
,

t :

、 .户、 .口
口

q乙no, .上曰.土/下.、护

哎
、

( 11) 〕 t , ` ( 0
,

由 ( 1 0) 式可得
:

甲 ( t ) 攀
` 2 + 必( o ) : +

任

(动( o ) )
“ + 1

a

V z。 〔 o
,

t :

)

动(一)
二

号
` + 动( 0 )

,

V t。 〔0 , t ,

)

由于动( t l

)
二 O ,

根据连续 函数的性质
,

由 ( 1 3 )式可求得

( 1 4 )

下面证明
,

V t。 ( t , ,

二
动 。̀ ’

+ oo )
,

叻( r ) 铸 0 ,

V ,。〔 z: , r Z〕 有 访( t ) = 0
.

事实上
,

若有

引气 产染

“ r : ,
12

]
, z宋午 产气 使 Z。 ( Z气

汗勺
.

于是由 ( 1 0) 式知
,

不然
,

若 有 2
2 。 〕 , , + oo )

,

使拭 : 。 ) “ 0
。

则将推出
:

Z。 〔 t , , r:
] 使动( Z) 斗 0

.

夕l`油连 续函 数 的 性 质
,

z带余 )
,

小( z来 ) = 币 ( z半来 ) 二 o
,

且 币( t )寺 o ,

V t。 ( t气

明 ( t ) =

动( l ) =

争
“ + 动( 。 ) ` +

省
一

` + 动( 。’
,

(币( O ) )
“ 一 1

a

V t` (艺气了架 来 )

但这与访( l勺
=
拭 户勺

二

( 1 2 )式可 得幼( z , 一 。 ) =

O矛盾
。

故 V ,。「t上 , r:
]

,

有必( t )
= 0

。

从而加( t , + o )
“ o

。

然而
,

由

午 0
.

由于 甲 (亡)
。 C

艺

仁0
.

+ 印 )
,

因此出现矛盾
,

这表明 v t。 ( t , ,

+ co )
,

动( t )午 。 ,

于是由 ( 1 0 )式知
,
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, (t )
=

粤
一

护 * 叔 0) 艺、 二透(吐乏兰士 i
住 “

V z。 ( t ; ,
+ co )

利用 ( 14 )式
,

直接验证可 知式 ( 1 5 )对 , 二 t l

亦成立
.

故结合 ( 1 2 )
、

定理 1 对称 C al go er 。
系统的解可唯一地表为

P
,

( t )
= 5 i g n

(
a ,

)币( t ) / ( 2丫甲 (` ) )

P
:

( t ) = 5 i g n
(

a Z

)中( t ) / ( 2了 甲 (云) )

口,
( t )

= 5 1g n
(

a ,

)丫切 ( t )

( 1 5 )

( 1 5 )式
,

引 理即得证
.

q Z

( t ) 二

切 ( t ) =

5 i g n
( a :

)丫切 ( t )

其中

证明

从而

( ,
2 +

一

二了 ) `
“ + Za ,

夕̀ + a

{
4 a i

由首次积分 F
:

( z ) 二 P、 + p
:

的守恒性知
,

v t。印
, + 二

P
:

( t ) + P
Z

( t )
= P

、

( 0 ) + P
Z

( 0 )
二 o

空:
( t ) + 空:

( t ) = P
,

( t ) + P
:

( t ) = o

叮、

( t ) + 口:
( t ) = 召、

( o ) + 口:

( 0 ) “ a : + a : = 0

又 由能量守恒性知
,

V t。印
, + co )有

音`
, :“ , + ,:“ , , +

面万气而
厄

=

合
乡̀:

”̀ ’ ` 户
:
。̀” +

丽尚
石斤

二 “ “ ·

交
于是由 ( 2 6 )

、

( 2 )及上式得

(空
:

( t ) )
, +

一卫̀ 一

4 q圣( t )

置 卿 ( t )
= 。 ,

( t )
,

则有

(动( : ) )
, 一 (口

2 + - 丛

= 少 +
,

1

4 a

) 甲( , ) + i = o

4 a

:

且 动( 0 ) = 2口;

( 0 )空( 0 ) = Z a l

口

应用引理即知甲 ( )t 可唯一地表为

甲 ( t ) 二 (口
2 + l 一 ` 2 + Z a :口, + a

:
4 a

l

另一方面
,

由能量守恒性及 ( 1 6) 式易知口
,

( )t 保号
.

故

叮;

( t )
= 5 i g n

(
a :

)丫甲 ( t )

最后由 ( 1 6 )
、

( 2 )即给出定理的证 明
.

定理 2 半对称 C a l o g e r o
系统的解可唯一地表为

P
,

( t ) = 5 i g n
(

a ; 一 a Z

)动( , ) / ( 2丫甲 ( t ) )
,

P:
( r ) 二 一 5 i g n

(
a , 一 a :

) 动( t ) / ( 2了 (甲 ( t ) )

( 1 6 )

证毕
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其中

射志云
: C al

o g o r 。完希
_

可积泵缤的解析解 形 J
`

书州

口:

( t )
“ 5 i g n

(
a : 一 a Z

) 了切 ( : ) + (
a ; + a 。

) / 2

口2

( t ) = 一 5 i g n
(

a , 一 a Z

) 了甲 ( r ) + ( a ,
一

。 a :

) / 2

。 ( ,
卜 (。: +

一 1一一 、 : 2 + (。
t 一 。 。

)召: + (住,

巡
2

La l 一 a Z少
一 乙

证明 作变换
: z = ( P

, ,

P
Z , 口; , 叮:

)一玄 = (梦
J

,

户
。 ,

夕
: ,

夕
:

)
.

其 中 尹
, 二 乡

l ,

乡
。 二 九

,

璧
l = 夕; 一 (

a : + a :

) 2/
,

夕
: = q Z 一 (

a , 十 a :

) / 2
.

显 然
, 了是半对称 C : ! c 邵二系统 ( 1 )

一 ( 3 )的

解当且仅当忿是满足初值

尹
:

( 0 ) = 夕
,

尹
2

( o ) = 一
口

,

夕
,

( o ) = (
a 、 + a :

) / 2 , 。2

( o ) = 一 (
a ; + a Z

) / 2的对称 C a l o g e r 。 系

统的解
.

因此由定理 1及上述变换即给出定理的证明
.

证毕

由定理 1
、

2可知
,

半对称系统的动挤 P
, ,

夕
2

是对称的
.

而对称系统的位移口
: , 叮:

和动 呈

P
, ,

P
Z

分别都是对称的
。

3 解的特性

由上一节的结果
,

很容易导出

推论 1

〔0 , + co )
,

Ip
,

( r ) l

对于半对称 C a l o g e r o
系 统 }

’

{刃̀解 Z 二 ( P
, ,

力
2
刃

;
.

: 2

)
7

、

,

户
, ,

P
Z

有界
,

即
,

,

,̀ 。 2“ , , ( 〔 2“ “ +

讯
护〕“ 2

V ì

( 1 7 )

而当夕
·

(
a : 一 a Z

) > o 时
, 夕:

( , )
, 口。

( t ) 严格单识
; 当 口(

a , 一 a ,

) ` 0 2冲
,

两质点 最靠近灼

时刻为
t。 = 一夕(

a , 一 a 。

) /〔2夕
2 + 2 / (

a , 一 a Z

)
2

〕 ( 2 8 )

证明 由能量守恒性即可得证 ( 1 7 )
.

利用定理 2 可知
,

当刀( 。
、 一 二 :

) > 。 时拭心为 单

调函数
,

从而仇 ( z )
, q Z

( t )亦单调
.

而当口(
a l 一 a Z

) ( o 时
,

民}空
:

( i ) 一 夕
2

( , )
二 o 及定班嗜 2

即可求得 ( 18 式 )
,

此时两质点最靠近
。

证毕

推论 2 半对称 C al o g e r o 系统不存在 闭轨
。

证明 由推论 1
。

当剐
a , 一 a :

) > 0 时
, q 上( )t

, 口:

(幼严洛单调
。

显然此时不 存 在 闭

轨
;
而 当口(

a 厂 a :

)簇 。 时
,

由定理 2 易知
,

当 t > 坛后
, 口,

( , )
,

口:

(峥严格单资
. 1{
如

(匕时 同

样不存在 闭轨
,

而只有自相交轨迹
.

证毕

推论 3 半对称 C a
lo g o r 。 系统的相 流 对 于 初 好

,

点 洪 H (
:

( O飞) 万 (汀 。 )) 或

(夕
:

( 0 ) 一 口
2

( o ) ) (夕
上

( o )
一夕

2

( 0 ) ) < 。一
’ :

寸一巧条轨迹
,

经长 i寸 {门! )六
,

子亡专尸 二 (夕
; .

了
2 、 方 J句压缩

,

而沿 q = (夕
, , 夕2

)方向延展
。

证明 任意时刻两质点 ( p
,

q )
,

( ;
“ ,

q )在 q方向的距离为

D ( t ) =

由定理 2 ,

将口
, ,

口: ,

d D ( , )

山

(叮
,

( , )
一夕

,

( t ) )
2

.

+ (叮
2

( , )
一夕

:

( t ) )
“

夕
, ,

夕
:

的表达式代入上式
,

经简单的运算后有

一 2 〔侧 ` ) +

刹
` )

一 3 : g 且 ( (al
一 “ 。

) (a
1 一 “ 2

))

醉a

一()t 14

其中

) ( (中 ( , ) 孚 ( z ) )
产

/丫甲 (一)示

切 ( r ) “ (口
2 * z / ( a , 一 a :

)
“

)
,

`二
十 (

a : 一 a 、
) 刀, +
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切 ( t ) =
( 夕

“ + 1 / (
a ; 一 a :

)
“

) t Z + ( a : 一 a :
) 口

1
,

~ ~
、 ,

艺十 — 气 a l
一 a ,

)
-

4

由此易知
,

d刀 ( t ) / d t关于 t的主项系数为

4 〔H (
z

( o ) ) 一
5 i g n

( (
a 厂 a Z

) (
a ; 一 a Z

) ) H (乞( 0 ) )〕
“

由推论中的假设条件知
,

上式恒正
。

于 是
,

长 时 间后
,

d D 〔日
_ _

~
,

_
、

扣
, rt

~ 、
, , 。

,

~
.

二
卜 、 ,、 _ , 、 , ,

_ , , ,
_

一 万 ; 一户 U , 川 J柑侃 子行 q 刀 l叫 巡肤 气 !刘 1 佃还 」 二卜 对利屯
U 奋

C al og
e r 。
系统的相流长时间后 的特性 )

.

同样地
,

可以证

明相流沿 P 方向压缩
.

证毕
.

注记 从本文的结果可以看到
,

半对称 C al
o g e r o

系统

具有许多独特性质
.

如何定性地讨论一般的 C
a l o 罗 r o

系

统
,

有待进一步的研究
, 气

图 1 g t 表示丰日流

F 1 9
.

I T 壬l e e }一a l
,

a e t e r o f

P h a s e f l o w 夕t
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