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摘 要

在传统的传递矩阵法的基础上
,

用分部积分化薄壳轴对称振动常微分方程为积 分方 程

组 , 采用线性插值技术得到相邻节点间变量的传递矩阵 ; 进一步确定各分节区段上的传递矩

阵
,

用矩阵的高斯消去法将边界条件从壳体的一端转化到另一端
,

从而求解
。

本文还提出了

壳体带封闭端情形的直接处理方法
。
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1 引 言

K al
n i sn t ’ ~ “ 〕

提出将长的轴对称弹性薄壳分成若干节
,

即采用多节传递矩阵 法 求

解振动常微分方程组边值问题的解
。

该方法精度高
,

所需计算机存贮量小
,

但缺点是不

能直接处理壳体封闭端的奇异性问题
.

文献 〔 3 〕提出将封闭端等效成一小开角球壳
,

再

用渐近展开法确定传递矩阵
,

但这一过程显得较繁琐和不便
。

本文在多节传递矩阵法的基础上进行改进
,

用数值积分法建立相邻两节点间的传递

矩阵
,

因而可以灵活地用矩阵乘法得到由若干个节点组成的区段两端点之间 的 传 递 矩

阵 , 对封闭端情形
,

把出现在方程式中的奇异性因子乘往另一边去
,

有效地解决奇异性

问题
。

2 基本公式

讨论轴对称型自由振动问题
,

所谓奇异性因子
,

就是指截面圆半径的幂次方在封闭

端附近是趋于零的形式
.

在把这些奇异因子乘往方程左端后
,

得到如下的一组 6 个一阶

常微分方程式
:

. , 、

d y 。
, 、 、 , .

。 , 、

A 屯万 )
~

- ; - - -
= D ` 5 j l + 卜 ( S )

d S
( 1 )

式中
:
为母线长度坐标

; A ( s)
,

B ( s) 为 6 x 6 个元素的方阵 , 丫
.

C (
:
)为 6 个 元 素
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的列阵
。

Y = (平
u功夕娇 Q功/K N 功 /K M功/D )

T
( 2 )

上式中
,

W为法向位移 , 哪为母线方向位移
,
娜为法向转角 , 口价为剪力 , N功为母线

方向正应力 , M价为弯矩 , K 二 E几/ ( 1 一 尹 )
; D = 石人勺( 1 2 ( 1 一 , 2

) )
;入为 壳体厚度

, ,
为泊

松比
, E为材料的弹性模量

。

( 1 )式中 A (
:
)是由消除奇异因子的过程所形成的一个对角形矩阵

,

这是与文献〔1 ,
2〕

的主要区别之一
。

其非零元素为
:

沮 1: = 1 , A
2 2 = , ; A a s = : ; 月“ = , ; A

。 。 二 ; , , 月 e e = , ,

B (
:
)矩阵中的非零元素为

:

B : : = 1 /R诱; B
: 。 = 一 z , B

: : 二 一 (
v s i n价+ ,

/ R诱) , B
Z: 二 一 , e o s币; B : 6 二 , ,

。 : 3 = 一 , 。 。 s。 ; 。 。 。 = · ; 。 ` ; 二

〔(卜
, 2

) /R ;
一 “ 2

( ` 一
, 2

, /L
Z

〕
· ,

B
` : 二 ( l 一

, 2

)
e o s沪/R o ; B 4 4 二 一 e o s叻; B

` 。 二 ; s i n价+ 7 /尸砂; 刀
6 : = ( 1 一

, 2
)

s i n协e o s功,

刀
。 2 = ( z 一 , 2

)
e o s ?

功一 : 2
夕

2

( z 一 少 2

) / L Z ; 刀
。 ; 二 一 7 2

/ R砂; 刀
。 。 二 一 了2

( l 一 , 2

)
e o s叻;

刀
。 : = ( z 一 , 2

)
e o s Z

功; B
。 ` 二 1止K / D ; B

。。 二 一 1
( z 一 ,

)
e o s
功

.

R砂
,
刀。分别为母线方向

、

周向的曲率 圆半径 , L为特征长度 , 。 = 。 L斌五不
, 。为角

频率
, P 为材料密度

。

C (
:
)中的非零元素为

:

C ` ” 一动 / K ; C
。 == 一 产P刃K ; C 。 = 一 产m盯刀

p为法向外力 , 与为周向外 力
多 , ,为外力矩

·

由上各式可见
,

各矩阵元素在壳体封闭端 (
, * 0) 处不再出现奇异性

,

从而 ( 1 )式可

用于直接计算封闭端的传递矩阵
。

如果在壳体母线方向取 N个节点
,

在每两个节点间的单元 区域上
,

对壳体变量采用

线性插值
,

并对 ( 1 )式作分部积分处理后得到
:

( A (
s:

) 一 G
:

) Y : 二
( A (

s:

) + G
:
)Y

, + G
。

( 3 )

。
, 一

「
` 2

(卫擎上
+ B (

:
)、
~

d : ,

。 2 =

f
“ “

(丝华匕
+ B (

:
)

J 5 2 \ 0 5 , 5 2 一 s l J 夕 l \ a s

三二三七 d s

召: 一 S x

G一 {:{
c “ , d

` ·

称从
s: , s:

间的传递为顺向传递
,

即
:

Y
Z 二 ( A (

s :

) 一 G :
)
一 `

( A (
: ,

) + G
,

)Y
, + ( A (

5 2

) 一 G : )
一 `

G
。

( 4 )

从几一 : :
为逆 向传递

,

即

Y
: = ( A (

s :
) + G ,

)
一 ’

( A (
: 2

) 一 G
Z

) Y
Z 一 ( A (

s :
) + G ,

)
一 ’ G

。

( 5 )

交替使用上述两种传递方式
,

较为灵活方便
.

如对封闭端
,

总是从该端向壳体中部

方向传递
,

因而避免了求逆阵可能出现的困难
.

每一划分的区段上的传递矩阵可用 ( 4 )

或 ( 5 )式累积相乘得到
。

最后则用文献〔 2 〕的方法求解自振频率与模态
.

3 计算实例

在 H P一 10。。计算机上
,

编制了 F O R T R A N语言计算程序
,

对圆板及球壳轴对称振
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动特性作了实例计算
.

所得结果与理论解相比较
,

符合得甚好
。

3
.

1 周向固定的圆板

圆板是轴对称薄壳的一种退化情况
,

即两个主曲率均为零
,

1 / R , 一 1 / R e叶 o
·

边界

条件为
:

封闭端 ( 圆心 )
,

邹二

凡
二 口 , = 。 ,固定端

,

W · 邹 二

心
二 .0 计算结果见表 .1

表 1 周向固定固板久2 值 (久
, = 。 a ,

召 p / ( E人
2

) 1 2 ( z 一 俨 )
, v = 0

.

3 )与节圆半径 (
1
/

a
)

T a b
.

1 T h 。 v a l u e o f 人
2 a n d t h。 : o d。 1 c i r c l e : a d i u s ( r / a ) o f 。 i r e u l a亡

P l a t e s w i t h f i x e d e d g e

阶阶次
...

久2

值值 节 圆 半 径 r/
aaa

理理理论解 `礴〕 本文结果果 理 论 解 〔礴〕 本 文 结 果果

00000 1 0
.

2 15 8 10
.

2 16 666 1
,

0
.

3 7 9 1
,
0

.

3 7999

11111 39
。

77 1 3 9
。

7 999 1
,

0
.

5 8 3
,
0

.

25 5 1
,

0
.

弓8 3
,
0

.

2 5弓弓

22222 8 9
。

10 4 8习
。

2 000 1
,
0

.

6 88
,
0

。
4 3 9

,
0

。
1 9 1 1

,
0

.

6 8 7
,
0

.

4 3 9 , 0
.

1 9 111

33333 1 58
。

18 3 1 58
.

5 44444

.3 2 部分球壳

部分球壳
,

锥角为 60
。 ,

一端为封闭 (
u , = 夕, 二 Q , = 0)

,

另一端为滚铰 (平 = N 。 =

M必二 0)
·

取 R肠 二 20
, , 二 。

.

3
.

表 2给出了其轴对称振动的 前 6 个 自振 频 率
,

与 文

献〔5〕的理论值作比较
,

最大相对误差小于 0
.

3肠
。

表 2 部分球壳 (一端封 闭
,

另一端为滚季幻抽甘称振动 的自振频率g

( 。 二 。 R /了石7万
一 ,

R / h = 2 0 , , = 0
.

5 )

T a b
.

2 T il e n a t u r a l f r e q u e n e i e s
口 o f S y m m e t r i e v i b r a t i o n o f p a r 肚i a l

S P h e r三e a l S h e l l ( o n e e l o s e d e n d
,

t h e o t h e r e n d 15 r o l l e r 一

h i
n g e d )

一月了

匕dl匕

振55膜拓46

ù匕已é0白n乙

振动类型

文献 c s 〕

本文结果

弯 曲 振 动

0
。

9 9 5 4 1
。

38 1

。
3 8 04

2
。

1 1 3

0
。

9 949 1 2
。

1 1 3 3 3

。
1 8 3

。

1 9 2 3

表 2 中
,

对弯曲振动与膜振动作了区分
,

见图 1
.

图 1a 给出g = 3
.

1 9 2 3的弯曲模态
,

图 l b给 出g = 2
.

5 4 6 1的膜振动模态
.

其余各阶模态图在此从略
.

图 1 ( b) 中
,

甜 = 2
。
5 4 6 1的模态图形与文献 〔 5 〕中不同

,

R os s 〔 6 〕指出
,

由于 弯曲项

的影响在纯的膜类振动模态的基础上再迭加了一个沿母线方向变化频率较高些 的振荡
,

这一点在图中体现出来了
,

并与文献 〔 6 〕的结果一致
。

3 .3 整球壳

整球壳的两端皆为封闭
,

且已有理论解
.

用文献〔 5 〕的方法
,

得到各阶自振频率值

( 见表 3 )
.
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表 3整球壳的前 0 1阶弯曲振动与膜振动 自振须率 g

( R /h= 0 2
, v = 0

.

3
,
g == 。 R /了云不 )

T a b
.

3 N a t u r a l f r e q。 e n e i e s 口 ( R / h
= 2 0

, v = 0
.

3 , 。 = 。 R /切它了万)
o f b e n d i n g a n d 口 e m b r a n e v i b r a t i o n o f w五o l e s P h e r i e a l s h e l l

. . . 口. . . . . . . . . . . . . . . 口 . . . 曰 . 自 . . . . . . 湘 . . , , , . . 砚 , . ,
.

阶 次
}

` 2 3 ` 5 6 7 ` ’ ` ”

理 论 解

本文结果

相对误差 ( % )

理 论 解

本文结果

0
。

736 6 0
。
8 8 1 6 0

。

9 60 0 1
.

03 60 1
。

1 3 3 7 1
.

2 65 2 1
。

4 3 6 1 1
.

648 3 1
。

90 13 2
.

193 6

0
。

7 3 6 6 0
.

8 8 1 6 0
。
9 60 6 1

。

0 3 6 4 1
。

1 3 4 9 1
。

2 68 0 1
。

44 1 7 1
。

65 8 1 1
.

9 1 7 2 2
.

2 1 7 9

0 0 0
。

06 3 0
.

0 39 0
。

1 1 0
。
2 2 0

。

39 0
.

5 9 0
.

84 1
。
1 1

弯曲型

1
。

6 9 0 3 2
.

0 70 4 2
。

8 54 3 3
.

8 120 4
.

8 2 05 5
.

8 472 6
.

8 8 2 1 7
。

92 13 8
。

96 3 1 10
.

0 06 6

1
.

6 90 3 2
。

0 7 04 2
。

8 54 7 3
。

8 13 4 4
。
8 2 4 1 5

。

8 5 45 6
。
8 9 48 7

。
9 4 1 7 8

。
9 93 7 10

。
0 50 3

膜型

相对误差 ( % ) 0 0
.

01 4 0
.

03 7 0
.

0 75 0
。

12 5 0
。

185 0
。

2 58 0
。

3 4 0
.

4 4

二
.

2
.

4

.10.8

…6
.00

曲O内匕八口
一

.

一
.

~.1

图 1 部分球壳弯曲振动 (口 二 3
.

192 3 )与膜振动 (口 = 2
.

5 46 1) 模态

F i g
.

1 E x a m p l e s o f b e n d i n g v i b r a t i o n (口 = 3
.

1 923 ) a n d m e m b r a n e

v i b r a t i o n (口 = 2
.

5选6 1 ) m o d e s h a p e s

作为示例
,

振动模态图形见图 2
.

图 Z a
中。 = 1

.

1 3 4 9 ( 第五阶弯曲模 态 )
、

图 Z b

中。 = 4
.

8 2 4 1 ( 第五阶膜模态 )
.

由 (
a
)

、

( b) 可见
,

前者以法向位移平为主
,

后者 则以母

线方向位移
“ ,为主

·

介斗封对欲砒川傲吸扒.10.8

…6
.00.--2..-4.--6娜

一 1
.

0

图 2

F i g
.

2

整球壳的弯曲振动 (口 = 1
.

1 3 4的与膜振动 (口 二 理
.

8 2 41 )模态图
E双 a n x P l e s

v i b r认 t i o且

o f

(口

b e n d i n g v i b r a t i o n (口 二 1
.

1 3吐9 )
a n d m e o b r a : 。

= 4
.

8 2 4 1 ) ; n o d e s il a P e S o f w il o l e s P五e r立e a l 。 h o l l:
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4 结 论

本文方法可对任意形状轴对雄弹庄薄壳振动特性进行计算
,

具有适用性强
、

使用方

便和能自动处理封闭端
一

问题等优点
`
本方法亦可用于求解轴对称薄壳非对称情形下的模

态及其相应的自振频翠
,

还可用于解一般的常微分方程组边值问题
.

〔丈〕

〔 2 〕

〔 3 〕

( 4 〕

〔 5 〕

〔 6 〕

〔 7 〕

几

参 考 文 献

K a l 红i n , A
,

J
.

注P P I
.

万 e e h
. ,

1 9 6 4
,

吐67 ~ 峨了6

K a l且全n s A
, J

.

只 e o u
.

S o e .

A o
. ,

3 6 ( 1 9 6 4 )
,

了
,

1 3 5 5一 1 3 6 5

D i队e u s s 主o n o f “ A n a l y s i s o f S h e l l s o f R e v o l u t i o n S u b j
e e t e d t o S y m m e t r i e a l

a n d N o n s y m m e t r i e a l L o a d s , ” J
.

才P P I
.

M e e h
. ,

1 9 6 5
,
吐6 7~ 4 69

L e i s s a A W
,

犷 i b r a t i o n o f P l a t e : ,

N A S A S P
一

1 6 0
,

C il a P t e r Z
,

C i r e u l a r P l a t e s ,

19 69

K a l n i n s A
,

J
.

刁 e o u
.

S o c
.

月 , ,
. ,

3 6 ( 196 4 ) 1
,

7 4~ 5 1

R o s s E W
, J

.

A P P I
.

M e c 几
. ,

19 6 5
,

5 5 3~ 5 61

J i a n Z h a o , T h口 C o u户l o d 犷 i b r a t f o n a n d 刀 e o u : t i c R a d ` a t i o ,: f r o o T h ”̀ ,

E l a s t i c

A x 宕s夕川从 e t r i c S h` 11夕 S “ b从` r夕` d i n 附 a t e r ,

P h
.

D
.

t h e s i 。 , S h a n g h a i J i a o T o n g

U n i v e r s i t y
,

M a : e
h

,
1 9 88

C a l e u l a t i o n o f N a t u r a l F r e q u e n e i e s a n d M o d e s

o f T h i n E l a s t i e A x i s y m m e t r i e S h e l l s

Z h a o J i a 左帝 W a ,: 9 H o n g 之人e n Z h u
W

农乃u a

A b s t r a C t

B a s e d o n t五e t r a d呈t i o n a l t r a n o f o r m a t r i大 扭 。 t h o d
,

t h e o r d i n a r y d i f f e r e n t i a l

e q u a t i o n , o f s y m扭 e t r i e v i b r a t i o n a r e e o n v e r
t e d t o i n t e g r a l e q u a t i o n s ,

T h e

t r a n s f e r m a t r呈x b e t w e o n t w o n o d e s 15 o b t a i n o d b y e m p l o y i n g l i n e a r i n t e r P o l a t i n g

t e e il n i q u e
.

F u r t h e r m o r e ,
t h e t r a n s f o r m a t r i x o f e a e h s e g m

e n t 1 5 d e t e r m i n e d , a n d

t h e b o u n d a r y e o n d i t i
o n o a r e e o n v e y o d f r o m o n e e n d t o t h e o t h e r b y G a u s s m a t r i x

e l i过 i n a t i o n
.

I t 1
5 s u g g e s t e d t五a t t h e P r o b l o m o f c l o s e d s h e l l e a n b e d e a l t w i t h

b y m u l t i p l y i n g i n f i且 i t i s i皿 a l s o f a P P r o p r i a 土。 o r d e r t o e l i坦 i n a t e s i n g u l a r f a e t o r s i n

t五。 e q u a t i o n s
.

K e y w o r d s t h i n e l a : t i
e s h e l l

, v i b r a t i o , z ,
t r a n s f e .l m a t r i x m e t h o d

. D e p a r 上m o n t o f A p p l i e d 入l
e e il a 二 i。 ; a o d E

n g l u c c l i n g , Z h o n g s h a u
U n i v e r S : t y


