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一类非线性微分方程极限环的存在唯一性
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摘 要

得到方程 ( E )的极限环存在和唯一的充分条件
.

与已有的一些结果 比较
,

省略 了 条 州

l h (士co ) } = +
娜

;
同时

,

也不要求条件 G (士关 )
= + 叨

一

定满足
.

关键词 极限环
,

环城原理

考虑方程

分 = 儿(夕 )
一 F ( x )

夕= 一 g ( x )

F (
x
)

假设方程右端函数连续且能保证初值问题解的唯一 性
.

=

1:
, (“ , d“ (: )

记 G (
· ) 二

l{
。 ( ; ) d ;

.

定理 1 设方程 ( E )中函数袱引
,

F ( x) 和抓 x) 满足下列条件

1
。

夕h (互 ) > 0 (夕年 0 )
, x 夕 (

x
) > 0 (

x 钾 0 )

2
“ x F ( x) 蕊 O 但 F ( x) 等 O

,

当O < }x1 《 1

3
“

存在常数M > 0及k> kl 使得

(F x) ) k 当 x > M ; F (
x
)毛 kl 当 x

<
一 M

4
”

存在正数
a 和可> N 使得

川妇
一 F ( x) 妻 a 当 }川 簇M

,
刀 ) N

, 州妇 一 F ( x) 蕊 一 a 当 }x l毛M
, y 蕊 一 N ,

且当澎 > o时 对 所 有 : 梦凡
,

不 等 式 袱妇 ) 左成立
,

当九< o时不等式斌妇 簇 k
`

对所 有

岁 ( 一
N 成立

.

5
“

1i m 〔G (义 ) + F ( x 、5 g n x 〕 = + co
{川 分

+ 。

则方程 ( E )必存在极限环
.

定理证明要点 应用 P io llc al
·

己一 B e n 山 xs
o n 环域原理证实定理的论断

.

因 此
,

关

键在于构造 满足所需要求的环域
.

注意到方程的唯一奇点 ( O
,

0) 的不稳定性
,

因而 主 要

工作就在于构造环域白矽卜境界线
.

本文首先利用控制曲线讨论方程轨线的走向
.

证明在

定理条件下
,

从 正 y 轴上某点P
。

( 0
, 互。

) (夕
。

> N )出发的正半轨线 L
十

必环绕奇点一周返回正

y轴上的点 P
: 。

( o , , , 。
)( 见图 1 )

。

其次通过估计 函数拭
x ,

妇沿轨线 L +

的改变量
,

证 明 当

尸口 . 、 、

_夕。
> N 足够大时

,

点 P
I。
必位于户

。

的下 方
,

从而由轨线 弧 P
。
P

; 。

和线段九 P
I 。

构成所需环域的
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外境界线
,

在证明过程中
,

我们假没寿
’

《 0显然不影响问题的实质
,

图 1

不难见到
,

定理中条件 5
。

也可改为

G ( 士 oo ) = + co 或 h m F ( x)
S g n x == 十 二

l另 { - 》 十翻

又 当 }无 ( 士 co ) 】= 十 co 时定理条件4
“

必然满足
.

因此可得

推论 〔’ 。 若 方程 ( E ) 中诸函数除满足定理 1中条 件 1
。

~ 3
。

外
,

尚有 (G 士 co )
· +

co

与 1h( 士 oo ) {二 + co 同时成立
,

则方程 ( E )必存在极限环
. r

此外
,

也不难发现
,

当条件 3
“

中常数 k和 kl 满足关系 k> 0 》 kl 或 k ) o > kl 时
,

条

件 4
“

的后半部分可以 省略
.

即有 以下

定理 2 若方程 ( E )中诸函数除满足 定理 1 中条件 1
。 , 2

“

和 5
。

外
,

尚有

i( ) 存在常数M > o ,

k乡。 > k
’
或 k> 0妻 k

`

使得当
x > M时 F (x ) ) k ; 当 x < 一

M 时

刀(
x
)毛 k

’ ,

( 11) 存在正数 N及 a
使得

人( y ) 一 F ( x )》 a 当 1
x
l成 M

,

红 ) N
;

人(参 ) 一 F ( x ) ( 一 a 当 l
x 】成 M

, 万镇 一 N

则方程 ( E )必存在极限环
.

由此容易推得文 〔 5 〕的结果
.

进一步假设函数乃(岁 )
、

抓
x )和厂( x) 连续可微

,

得到方程 ( E )存在唯一 极限 环的如下

定理
。

定理 3 若方程 ( E )中诸函数除满足定理 1中条件 3
“

一 5
“

外
,

同时满足 下列 条 件
:

( i ) 人( y )
、

f ( x )及 “ ( x
)具有连续的一阶导数

,

并且 h
`
( y )妻 o 而 咖 ( y ) > 0 ( 0 < j” -

《 l )
, x g (

x
) > 0 ( x 寺 0 )

( 11 ) f ( x ) / g ( x )等常数当 o < 】x
}《 1 ,

f ( 0 )钾 0 ; 又当 x 于 ( 一 co
,

o ) 日 ( o , + co ) 上 增

加时
,

丈(
x ) /夕 (

x )不减
,

则方程 ( E )存在唯一的稳定极限环
.

定理结论可由定理 1及文 〔 2 〕推出
.
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例 方程 ( E )中诸函数具体取为

11 (夕 )
= 6 ( e y 一 1 ) / (

e y + 1 )
, 夕 (

x
)

= x e 一 义

F ( x ) 二

2 一 e 义 + l

一 X

`x 一

;
,

2

当 x < 一 1

当 l
x 】毛 1

当 x > 1

尸a
J,l任

易验定理 1 及定理 3 的条件均满足
,

因此可肯定方程存在唯一的稳定极限环
.

但在此
,

z(I 士 co ) 等 co
,

C ( + oo ) 寺 + co 及 ( F 一 二 )寺二
,

因而采用文〔 1 〕与〔 3 〕一〔 8 〕提供

的结果均不能判断极限环的存在性
.
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