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卜
摘 要

术文给出方没组 妥
= 夕 2 ;

一 , + 。尸 (二
,

y )
,

;
二 一 。 ( 二 ) + 。 。 (二

,
y )存 在极限环的若 干 定

理并得到它的渐近解
.

文中还列举了实例
.

乡

关健词 极限环
,

存在性
,

稳定性
,

相图

许多振动问题都归结为如下方程组
云 = ;

“ ` 一 ` + 。尸 (
x , y )

,

夕= 一 g (
x
) +

。口( x
,
, ) ( 1 )

的研究
,

其中
￡
为小参数

.

文 〔1一 2〕研究了 k = 1 的情形并假设叭 x)
,

(P x , , )和 Q (
x ,

妇

为解析函数
.

本文考虑更一般的情形
,

k 可 以是任意的正整数
,

上述三个非线性 函 数

也不必是解析的
.

1 极限环的存在性与稳定性

假设方程组 ( 1 )的爪 x)
,

尸(
x ,

y )和 Q (
x ,

妇是其变兀的连续函数
,

且有下面 所 需 的

各阶导数
, g ( o )

= P ( o
, o )

= Q ( o
,
o ) = 0

.

令

V (
·
)

=

l:
。 `· ,“

·

设存在四个数
,

口
2

< 夕
:

成 o (
a ,

< a : ,

使V (
a :

) = V (夕
:

)
,

云= 1
·

2 ,

( 2 )

匕x 。 (
`了 , . 。 :

)及 x 〔 (口
: ,

口
、

)
, x 夕(

x
) ) 0 , 当 x 。

(口
, a

)时
,

V (
a ) 一 V (

x
) > 。 ,

其中V (
a ) = V (刀)

, 。 。 ( a 上 , a Z

)
,

夕。 (召
: ,

口
J

)
.

时记

r
_ _ _ . 、 _ , , , 、 _

、 2

扮
一

玉 /
, ,

.

, 、

必 。
( “

,

中 ) “

飞
2介〔厂 ( “ 十 ” ) 一 丫吸“ c o s 学 + ” ’ J了

` 尺

/ 、 “ ’ ” `” 甲 ` ’

其中
a + 今= a 。

(
a l , a Z

)
, 一 a + b = 夕

。
(夕

: ,

夕
:

)
,

V (
a + b )

= 干
厂

( 一 a + b )

( 3 )

( 4 )

协
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在上述假设条件下
,

退化组 (
。 二 O )

:

分 = ;
2 “ 一 ,

.

夕二 一 夕 ( x )

有周期解C a :

其中

Z (
a 。

x = x 。 = a c o s 中 + 占
, 夕 = 夕。 = 一 (

a 必
。 s i n 甲 )

’ / Z k
一 ’

a 和 b 满足 ( 4 )式
, 甲为 t 的函数

甲 二 中
。

(
a , 甲 )

定义函数 (Z a) 如下
:

z (
。
) 一「

“ “ 〔。 (
、 。 , , 。

)
一

勿 一尸 (
二。 , ; 。

)理、 〕、 ,

J 0 0甲 a 甲

( 5 )

( 6 )

( 7 )

( 8 )

定理 ( i ) 对充分小的
￡ ,

方程组 ( 1 )在 C a 。

附 近 有 极 限 环 的 必 要 条 件 是

)
= 0 ,

( 11) 若 Z (
a 。

) = o
,

又 Z (
a
)在

a = a 。

不取极值
,

则对充分小 的
￡ ,

方程组 ( 1 )在 C a 。

附近有极限环 ,

( 111 ) 若 Z (
a 。

) = Z
,

(
a 。

)
=

·

一 Z ` 2” ’
(
a 。

)
= 0

, 。 Z `2 ” + ” (
a 。

) < 0 ( > o )
,

则对 充 分 小

的
￡ ,

方程组 ( 1 )在C a 。
附近有稳定 ( 不稳定 ) 的极限环 ,

( i
v
)如果 Z (

a 。

)
= o ,

Z
`

(
a 。

)笋 。 ,

则对充分小的
。 ,

方程组 ( 1 )在 C a 。
附近有唯一的

一个极限环
.

证明 令且
二 。 月

一

乙
,

!月期解C 。 的周期为 几 ( A )
,

设方 程 组 ( 1 )从 点 (直
,

0) 出 发 的

解为
x = x 。

( t
,

诬 )
,

夕 = 夕:

( t
,

通) ( 9 )

根据解对参数和初值的连续依赖性
,

V 刀> o ,

3占> 。 ,

只: 。
> o

,

使当 !五一 A } < 6
,

{
。
! <

e 。时

可

!
x 。

( t
,

亘 ) 一
x 。

( t
,

A ) }< 叮
,

}g
:

( r
,

通) 一 夕
D

( t
,

A ) } < 叮

有 }
丁。

( 、 ) 一 : 。

( , )一< 。
,

t〔 〔o , : 。

( , )〕
.

其中
r ￡

(月 )是解 ( 9 )第一次回到正
x
轴所需的时间

.

令 U ( x
, 夕 )

= 夕2` / ( Zk ) + V (
x
)

,

通过 ( 1 )求 U ( x , , )对 t的导数
,

等
= ￡〔。 `/ , p `X , ; , + ; “ “

一 ’
Q`X ,

, ,〕 + O`·
2

,
侧

上式从 O到 T。

(诬 )积分得

U〔一 (
· :

(“ )
,

, )
,

O 〕 一 U ( “
,
O )

= ·

I:
。 `” 、 。 (一 ) p (一

, ; 。

+ ,
:
` 一 ’
口(

x 。 ,
,
。

)〕 d , + O (
。 2

)

( 10 )

( 1 1 )

( 1 2 )

把 ( 6 )和 ( 7 )代入上式得

V〔 x e

(
: :

(河 )
,

A )〕 一 V (月) = e Z (
a
) + O (

。 2
) ( r 3 )

( i ) 若 Z (
a 。

) 笋 。 ,

则 当
己和 】a 一 a 。

!充分小时
,

Z (
a
) 笋 。

,

由 ( 1 3 )可知
,

在 C a 。

附近的

轨线都不是闭的
,

这就证明了定理的结论 ( i )
。

( 11 ) 若 Z (
a 。

) = o ,

但 Z (
a
) 在

a = a 。

不取极值
,

则 V ” > o
,

3 6
, 0 < 占( 即

,

使 Z (
a 。 一 占)

` J

Z (
a 。 + 助异 号

.

因此在 A
。 二 a 。 干 b

。

附近必有 A 使
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V〔 x。

(
:。

(A )
,

A )〕 一 V ( A ) = o

阴此
,

方程组 ( 1 )由 ( A
,

0) 出发的轨线是闭的
。

结论 ( 11) 得证
。

( 111) 若 Z (
a 。

)
二 Z `

(
a 。

)
=

·

一 Z ` 2 , , ’
(
a 。

) = o , e Z `“ 刀+ ` ’
(
a 。

) < o ,

则存在 占> 0 ,

使

。 z (
a 。 一 占) ) 0

, 。 Z (
a 。 + 6 ) < o ,

因此
,

当 ￡
充分小 且 A一 6 < A ( A

。
时

V 〔x 。

(
: 。

(A )
,

A )〕一 V ( A ) ) 0

而当A
。

< 河< A
。 + 万时

V 〔x `

(
: 。

(又)
,

入)〕一 v (河) < o

由环域定理 〔“ 〕可知
,

方程组 ( 1 )在C a 。
附近有稳定的极限环

.

如果
e z ` “ ” 十 ” (

a 。

) > 。 ,

则同法可证有不稳定的极限环
.

结论 ( iii )成立
。

( i
v
) 如果Z (

a 。

)
= o

,

Z `
(

a 。

) 铸。 ,

则由结论 ( 11)
,

极限环是存在的
.

现在要证明极限环

的唯一性
.

用反证法
,

设有
￡`、 o ,

( `* co )
,

使方程组 ( 1 )在 C a 。

附近有两个极限环
,

因

而有
a

:
” 一 。 。 , 。

;
“ ’ , 。 。 ,

使 A
:
” 一 。

;
` ’ + “

:
` ’ 叶 A

。 ,
A
:
“ ’ 一 a

:
“ ’ + “

:
2 ’ 一 A

。 ,

V 〔 x · ` (
: · 、 ( A

:
` ’ )

,

A
:
” )〕 一 V ( A :

` ’ ) 二 。 ,

( z 一 ` , 2 , ` = 1
,

2
,

…

按 R o , , e 定理
,

在A
:
` ’ 不口 A

:
` ’ 之 l’m存在皿` 二 a ` + ” `使

丢
一

{
、 〔·

。

(一 (A )
,

A ,卜 V` A ,
}
}

{

。 “̀ “ 一 ,
一

井女}
, 一 。 、 + 。 , · 。 `· : ,

-

A = 月
巴 = 巴̀

由 ( 1 3 )得

其中
￡* , 。 ,

周
, = 。 ` · , ` = 一 g ( 一

a` + b̀ )一 g (
a i + b

2 9 ( 一
a ` + b̀ )

l 铸 。

梦 于是
,

由 ( 14) 得到

Z 尸 (
a i ) + O (

。 i ) = 0

在上式中令 i , co
,

即得 Z `
(

a 。

) = o ,

与假设矛盾
.

定理证毕
.

2 含参致系统的极限环

现在研究系统中含有某个参数 召的情形
:

才 = , Z k一 ’ + 。 P ( x , 夕 , 产)
,

夕= 一 g ( x ) +
: Q (

x ,

夕
,

召 )

此时 ( 8 )式的右端将依赖于 召 ,

假设

z (
a , , ) = 〔; 一万(

a
)〕 2 .

(
a ,

, )

其中 z , (。
,
,̀ ) ) 0

,

而众
。 )是某一 个仅依赖于

口 的函数
.

于是 (Z
。 ,

, )
= o 的点满足

一 , 、

d Z 一 , , 、 。 。 , _
_ _

、

介 = 拜气“ )
,

后不 = 一 拜
`

L“ ,`
一气“ , 那 ,

( 1 4 )

( 15 )

( 1 6 )

由此可知赞与 ;,(
。
)的符号相反

.

假设
:

>0
,

i,(
。
)> 。 ,

则 。

艺子< 。

“ “ “ `奋

由定理可知
,

对
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应的极限环是稳定的
.

相反
,

若尸 ( a) < 。 ,

则对应的极限环是不稳定的
.

这样就 可 以

用下述的作图法来分析极限环的性质
。

作曲线 ; =
风

。
)( 图 1 )

,

那末极限 环的 群

个数由直线 召 = 邵。 和这条曲线的 交点 数 所确

定
.

位于曲线上升段的交点 ( 如图 z 的 B
,
D )

对应稳定的极限环 , 而位于曲线下降段的交点

( 如图 1 的 A
,

C ) 对应于不稳定的极限 环
,
曲

线上导数为零的点 ( 如图 1 的 刀
,

F 和 G ) 对应

于半稳定的极限环
.

声
二 、 。 ,

声
袱一 , ; `』

3 极限环的渐近解

为了得到极限环的近似表达式
,

我们应用渐近方 法 〔`口讨论方程组 ( 1 )
,

把 它 的 解

表示为
x = x 。

(
a ,

中 ) +
。 x ,

(
a
) + 。 Z x :

( a ) + …

夕 = 封。
( a , 中 ) + 。夕、

(
a , 中 ) + : 2夕:

(
a ,甲 ) + …

其中
a 和 甲是时间的函数

,

由下面的微分方程决定

。 = ￡A :
(
a
) + 。 2月

2

(
a
) +

·

…
甲 = 必

。

(
a , , ) +

。少 ;
(
a , 中 ) +

e Z中
:

(
a , 甲 ) +

丫

( 1 7 )

( 18 )

式中必
。

(
a
冲 )

, x 。

(
a
冲 )和刀

。

(
a , 甲 )分别由 ( 3 )和 ( 6 )确 定

.

把 ( x 7 )和 ( 1 5 )代 入 方 程 组

( 1 )
,

使等式两边
。
的相同幂次的系数相等

,

得到下列方程
:

、 2 “ 一 1 ) ; :
“ 一 “ ; ` = , `

箭
+ A`

会
+ G`一

甄瓮一 叭爵
一 “ `

票
一 。 ,

( X 。

)X ` + H ￡一 :

( 1 9 )

( 2 0 )

( i = z
,

2
, … )

,

其中 G 卜 、和H 卜
、

为
x 。 , … , x 卜 、 , g 。 , … 夕 i 一 、 ,

A
、 ,

…
,

A卜 、 , 。 。 ,

…
,

必
: 一 , 的 巳

知函数
:

才

G
。 = 一 P ( x

。 , 夕。

)
,

d P (
x 。 , , 。

)
lG 二 -

一二万
~

一 - ` 工

一

H
。 = Q (

x 。 , 岁。

)

叭da
口P (

x 。 , , 。 )

J夕

, ! 一

夸
一

( 2̀ 一 ` ,` 2“ 一 2 ); :
掩
一 ’

+ A
,

刁Q ( x 。 , 之
, 。
) J Q (

x 。 ,

夕。

) J 夕
,

J g
:

H
, =

一
-

一
x , 十 一

—
夕: 一 刀

,
一

, 一 必 , 。 一

U万 口夕 口口 口甲
书

一 。 “

(
二 。

)
乙

由 ( 1 9 )和 ( 2 0 )消去 il 、 得

命〔
, f , 。

会〕
二 ( 2“ 一 ` )〔

一 A`
一

鼎
一

(
, 。

会 )一
。 ’

`一 ,

会
· “ 一 (一 。 ,〕
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一

之哈密顿系爹充价卜不找了环

· ` 2“ 一 2 ,

异〔
。 。 `“ `

货一
K、 一 ,〕

其中厂i
一 `
和 K i

一 ,

也是巳知函数
:

f
。 二 口( 、

。 ,

, 。 )令
。 、

·

; ,

0 年
,

口P ( x 。 ,万。

)

口甲
兀

。 = 一 p (
x 。 ,

夕。
)

,

` 1 = ” 1

货
一

卜 ;

喝 〔
一

价
` 浅
货〕

,

` 工二 ` 1 一 “ 1

筑

对 ( 2 1) 从 。 到 中 积分
,

然后分另
!
i令节

二 二 ,

2二
,

得

A “ ·

卜 J:
“ `

;

一 `· ,。 )“ 。
,厂

{)
“

房
` ,

。

货
一

)“ 、

f i
一 ,

( a , 华 ) d中
x ` (

a
) = 《

一

橇 (
, 。

爵 )即
一

{
夕 (

a + b ) 一 g ( 一 a + b )

, 、`一 。 卜 J) {
( 2“ 一 ` )

(
一 A`

晶
( ,

。

需
,一

。 , `一 )

势
一

十 `卜 l

`一 , ,〕
+ ( Z k一 2 )

J甲 箭
· 、 ` 一 ,

)〕卜 / / , 。

禽

l ; l

( 2 1 )

( 2 2 )

( 2 3 )

( 2 4 )A
`矛.、

0g

尸..、

一,

而叭 (
。 , 甲 )则由 ( 1 9 )确定

.

此外
,

不难证明 ( 2 2 )和 ( 23 )的分母不等于零
.

为了求极限环
,

只要令 ( 18 )第一式的右端为零
,

求出
。 = a 。 ,

代入 ( 1 7) 就得极限环

的渐近解
.

如果考虑第一次近似解
,

则 a 。
由 A :

(
a 。

) 二 O 确定
,

即 a 。

是

梦

)
。 `。 ( a ,

。 ) d , = o

的根
。

这与今 ( 8 )式所定义的 (z a)
= O所得的结果是相同的

.

4 举 例

例 1 研究有间隙的自振系统

方 = 夕
,

乡= 一 g (
x
) +

e
(产一

x Z

) ,

( 2 5 )

( 2 6 )

汀口.傲.,

l
、

一一

、

lX
/口恤、

g其中

X 一 1

0

工 + 1

x ) 1 ,

一 1 <
x < 1

x 毛 一 1
。

这里 P (
x , 打 ) = 0 ,

所示
,

由 此 可 知
,

Q ( 、
,

夕 ) = (产一 扩功
,

九二 1 ,

函数 V( x)
= 小

`· )du 的图 形 如 图 2

二 二 z
。

。 , 二 + oo
,

口
: 二 一 1 ,

口
: 二 一 co ; b = o , a

> 1 ;按 ( 3 )得

{ (cj 二叫 李 1
.

1,士九̀功
矛

少 。
( “

,

节 )

1

, { 5 1, ;甲 i

1

: { 5 i n华
·

}

( a 一 1 )
.

〔`一
1

口 C O S甲

一 又
,

a e o s `不 { 一 1 〕

了沪( 。
.

? ) = `: e 。 、 举
,

; , ( a ,

带 ) 二 一 a 小 S ! n 争
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代入 ( 8 )并令Z (
a
) 二 0得

, 二风
·

卜〔音
+

令
(一 1卜普(一 1 )

2 +

命
一

(一 ` )
丫

〔`二`一 ` , /̀ 〕

曲线 ; 二

ia( )如图 3所示
,

它是
。
的单调上升曲线

,

当。 = l时
, , =

一

巴
.

由定理可以得到
:

Q

对于充分小的
:
> 0

、 , , 二 、 1 , L

三 J 产
`
尸 尸

声 ~ 二卜口弓
~

3
方程组 ( 26) 存在唯一的且稳定的极限环

.

丫

图 2

例 2 考察含有复杂奇点的系统

云 = y , + 。 x Z夕 ,

夕二 一 (
x Z + x s

) + 。
(尸一 百

1
) , ( 2 7 )

其中小参数
。 > O

,

参数召> O
,

这里 P ( x
,

约 =

x Z杏 ,

k == 2 ,

Q ( x , 夕 ) = (拼一 百
2
)万

, 夕 ( x ) = x , + x . ,

V ( x)
= 生砂 + 工x’ ,

函数 V ( x) 的图形如图 4

所示
.

方程组 (27 )有两个奇 点
: O ( 0

,

0) 为复

杂奇点
,

M ( 一 1 ,

0) 为焦点
.

先考虑同时包围两个奇点的极限环
.

由图

4 可知
, a : = 0

, a : = + co
, 民 = 一

晋
, “ 2 二 丫

_
、 2

一 ` 沉 J , “ 户》
.

二叶 ,

3
由V (

a + b ) = V ( 一
a + b )得

` “ + 乙
2 + 。 2石+ 工

a Z = o

对于任给
· >

普
,

按 ( 3 )和 ( 6

必
。
( a

, 中 ) =

上式有唯一 的实根 b
。

)求得

一 ;

李一、

一丁
a Z ( 1 一 。 。 s ` 。 )「

a , + 6 (。 +

李)
“ 一

粤
+ 4 (。 +

冬)

a 】5 I n 切 l 气 、 石 石 J

、 、 习

十 。 · c o s `

甲J犷
’

( 2 8 )

O C O S甲

x 。

(
。 ,

, )
= 。 e o s。 + 西

,

,
。 = 一 (。必

。 s i n , )去
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代入 ( 8 )并令 Z (
a
)
= o ,

得到

〔F (
。 , 甲 )〕手 、 i n 甲J 甲

一 一 !

〔F (
a , 甲 )〕

心 5 i n 甲d 甲

汀0ù兀0.

1.
`
欲
即.J

a一

一一a
一以一一召

其中 F `一 , ,
= “

一
2 , ,〔

· “ + 6` “ +

合
,
’ 一

号
· “ “ ·

合
,

一
、 ` · 2

一
2、

〕
·

用数位积

分法求得曲线召
二 召 ( a) 如图 5所示

.

函数爪
。
)仅有一个极值

,

在
a 二 a . 二 0

.

7 64 取极小 值

尸. 、 0
.

3 9 6
。

在左端点 召 = 拌二 0
。

4 1 7
.2

了一一a

再研究仅包围奇点几以 一 1 ,

0) 的极限环
。

作坐标平 移
, x , x 一 ]

,

y一 jI
,

则 方 程 组

( 2 7 )化成

毖 = 夕“ + 。
(
x 一 1 )

2夕 ,

夕= 一 (
x 一 Z x , + x 3

) + :
(“ 一 夕 2

)夕 ( 2 9 )

x4
,

函数V (
x
)的图形可由图 4 向右和向

l{4这里“ `小
尤 一 Z

+xz
/ 3 ,

讯小尹
一

争
3 +

2一3哎a上平移得 到
.

由 此 不 难 求 得
a : = 夕

: 二 0
, a : 二 1 ,

厅
2 =

V ( 一 a + b )得

l

3

r币由 V ( a + b ) =

b
3 一 2 b

2 + (
a Z + 1 )石

2
_ 2 八

一 — a = U ( 30 )

对于
· “ `0

,

普
, 上式有唯一的实根

.

按前面同样方法得

拼 = 召 ( a ) =

·

1:
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/ J:
〔 , `舀
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诊
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一
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,
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一

,

一
。 + · ’

一
之。

〕
·

函数不̀
·
,

的图形如图 6所示
,

它有一个极值— 极大值
,

在
a 二 0

.

5 53
,

取极大值 尸二 0
.

4 2 8
,

在

右 端 点 一补
=

询
·

“ 7
·

料 i

a `

{
, “

/
`

{
` .

/

. ` ~ - -

一
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一
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图 5
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综上所述
,

方程组 ( 2 7 )的极限环分布如 图 7 所示
.

。似
一

督
叫。

?

橇 卜

娜̀功.

` -

一 ~
一 、
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~

.
.
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~
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、
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、

\
、.

/产

含
、

\ \
尸代产

/
_

二立匕

/ 州尖
(

一

份
压。 ,

少
一 `

\ 一二夕 砰
一介

甲 .
刁 . . 侧脚 3目心

图 7

( o ) o < 拼 < “ .

( d ) “ =
厉、 0

.

4一7

( b ) “ = 拼*
侣 0

.

3 9 6

( e) 瓜< “ < 拼*

(
e

) 拜
。 < 井 ( 不

( f ) 拼
= ,̀ *

念 0
.

4 2 5

丫

( g ) 拜 ) 拜*
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