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摘 要

用同伦方法将 H u r w it z定理推广到多复变的情形
,

并且放宽了边界条件
。

关键词 H ur w it z定理
,

多复变
,

同伦方法

1 主要结果

设 C
”

是复
n维空间

。

本文的主要结果是
:

定理 设 D
,

E c C
”

是有界开集
,

刀c E
.

设 f
,

几: E 一 C
” ,

k = 1
,

2 , 3 , … … 都是

只有孤立零点 的解析映射
,

并且在 D 的边界口D上 f (
:
)恒不为零

,

{ 几 } 在 D上一致 收 敛

到 f
.

那末
,

存在正整数K使当 k ) K时
,

按重数计九与厂在 D 内的零点数目相同
。

.

吸蒸

当 , 二 1并且口刀是可求长简单闭曲线时
,

这就是单复变中经 典的 H ur w i tz 定理
〔 ’ 〕 。

2 三个引理

设 v 仁 R仍是开集
,

H : v * R p
是光滑映射

.

夕。 R p
是H 的正则值指的是对所有二 H

一 `

(妇
一

R an ge D H ( x) = R p
,

其 中D H ( x) 是万在 x 的m x p偏导数矩阵
。

熟 知
,

当 毋 R p 是 H 的

正则值时
,

H
一 ’

(妇是 V中的一个光滑流形
,

其维数为二 一 p〔“ 〕 .

引理 1 〔 “ ’ ` 〕
设W c R q ,

V c R 价是开集
,

并且价
:

平 x V` R夕是光滑映射
, 二 ) P

.

若

决 R夕是必的正则值
,

则对几乎每个“ 平 , 。。 R p是限制映射献
a , ·

)
:

V ` R夕的正则值
。

引理 2 〔 ” 〕
设 T : C

”
, C

”

解 析
,

则按照 (
z : , … , : 。

)
。 C

”

与 (
x : , 夕: , … , x 。 , 梦。

) 。R
艺”

( 其中
z 、 = x ` + i夕

、 , x * , g 、。 R ) 的 对 应 视 T为实映 射 T
:

R
么”
一 R

Z ”
时

,
T 的 实的 J a C o b

行列式处处非负
。

引理 3 〔。 〕设 H
:

〔0 , z〕 x Rnt 一 R用为光滑映射
。

若 o o R份是 H 的正则值
,

则 对 H
一 ’

( o )
.

的任一连通分支 ( t (
:
)

, x (
:
) )

,

其中
s
为弧长参数

,

我们有
:

对一切
: ,

或恒成立

s g n
,

粤毕
一 , g 。 d e t

琴
( , (

:
)

, 二
(
: ) )
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或恒成立

d 亡(
s
)

d s

二

一
g n d · ,

餐
( ` (

:
,

, X
(
:
, ,

.

3 定理的证明

因 f (
:
)今 o V : 。口D

,

并且 D和日D 都紧
,

首先有
e = m i n { }}f (万 ) 1卜

: 。口D } > 0 ,

于是易

得正整数 K使当寿) K时恒有 f* (
z
)斧 0 V z

曰 D 和 l}f k (
:
) 一 f (

z
) 11(

e
/ Z V : 。

D
.

另一方面
,

f在

D 内按重数计的零点数目有限
,

记为 .d

按照 了 (
c , z

) = f (
:
) + e

定义 了
: C

” x E一 C
” 。

记 恒 同 矩 阵为 1
.

口了 ( `
,

约 /由 二 I 说 明
,

肛 C
”

是 了 的 正 则

值
.

据引理 1 ,

对几乎每个二 C
” ,

o是 f (习 + 。的正则值
.

特别地
,

对几乎每个漠足够小

的 ` 。 C
” ,

厂( )z + c
在 D内正好有 d个不同的零点

,

它们都是单 零点
.

对任何k ) K和 ,。
( o ,

1 )
,

按照

护 (
c , : , :

)
二

( i 一 t
) ( f (

:
) + e

) + t f。 (
z
)

定义 尹
:

C
” x 〔 0 , 1 一 : 〕 x E一 C

” 。

因

口护 (
c , ￡, z

) /口c == ( 1 一 t ) I

而 i 一 亡今 。 ,
o o C

”

是 扩 的 正 则值
,

故 据 引理 1 ,

对 几 乎 每 个 e o C
月 ,

o o C
”

是 按

H ( t ,

习 二矛 ( 。
,
:

,

习定义 的H
:

〔 。 , 1一 幻 x E ` C
”

的正则值
。

选定一个` 。 C
”

使满足上述两个条件
,

则因 O是 H的正则值
,

H
一 ’

( 0) 是光滑流形
,

其

维数为实 ( 1 + 2 。
)
一 2 , = 1维

。

因为对每个固定的 t。〔O
,
1 一 幻

,

H ( t
,

)z 是
:
的解 析 映

射
,

故据引理 2 ,

d e t
a H (

(

r , x : , g , ,

…
, x 。 , , 。

)
x : , , : ,

…
, x 。 , 万 ,

)

处处非负
,

再据引理 3
,

对H
一 `
( o )的每个连通 分支 ( t (

s
)

, x :
(

s
)

, , :
(
s
)

,

…
, x 。

(
s
)

, , 。

( s ) )
,

(t
:
)是

:
的单调函数

,

所以
,

H
一 `

( 0) 的每个分支都是对 t单调的简单光滑曲线
.

注意 (
忿气 : .

) 。 H
一 ,
( o )门 ( 〔o

,
1 一 : 〕 x 日D ) 等价于

( 1 一 t . ) ( f (
: .

) + c
) + t . f k (

: .
) 二 f (

2 .
) + ( 1一 才. ) c + t . ( f k ( :

.
) 一 f ( 2 .

) ) = 0

和 ( 忿
. , : .

)
。〔0 , 1 一 1 〕 x 口D

,

与 l}f ; (
z
) 一 f (

:
) {}< 盯(

z
) }}/ Z V : 。口D 和 }}

c
{l很小矛盾

s

所以 H
一 ’
( o )门 ( 〔o , 1 一 : 〕 x 日D )

= 价
-

综上可知
,

H
一 ’
( 0) 的每个分支都是 t的单调曲线且不和 〔。

,
1一 门 x 口D相交

,

故每个

分支都一端在 { o } x D而另一端在 ( i 一 ,
} x D

.

所以
,

H ( 1 一
: , z

)与H ( 0
, z

) = f (
z
) +

。
在 D零点数目相同

,

并且都是单零点
.

最后令
1一 O ,

并注意H ( 1
, :

) = 八( )z
,

就得到定理结果
。
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