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摘 要

给出了 L af fe y 问题 ( E 32 7 5 )的部分结果
,

解决了有限环的情况
。
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T h o m a s J
.

L a f f e y 最近提出这样一个问题 ( 见 〔1 〕E 3 2 7 5 )
:

a) 假设 R为一个结合环
,

且对于 R中任意元
x
存在 y 使得

x 二 夕 2 .

如果映射 f
: R ” R ,

x * 护是一个环的自同态
,

那么 R是一个可换环
。

b ) 假设天为一个结合环
.

如果存在 R 到 R 上的一个映射 f 使得对 于 所 有
x ,

夕̀ R
,

厂( x + 万 ) 二 厂(
x
) + 厂(夕 )

,

f ( x 夕 ) =
(

x 夕 )
“ ,

那么 R是否一定是可换环 ?

我们先证明a)
.

事实上
,

可以证明更一般的结论
.

定理 1 设 R是一个结合环
,

且 R中任意元都可以表为两个元之积
,

如果存在 刀到 R

上的映射 f 使得对于所有
x , 夕。 R ,

f ( x + 对 ) = f (
x
) + f (夕 )

,

f (
x 夕 ) 二 (

x 夕 )
“ ,

那 么 R 是一个

可换环
。

证明 先说明对于每一 二 R
,

有 厂( x) = 护
.

事实上
,

由题设
,

对 “ R存在
x , , 夕 ,。 R 使得

x = x l夕, ,

于是 f (
x
)

= f (
x , 夕 ,

) = (
x ,

y
,

)
2 = x Z 。

因此对于任意
x , 夕。 R

,

有 f (
x + g ) = ( x + 夕 )

2 .

又 f ( x + , )
= r (

x
) + f物 ) = x Z+ 夕么 ,

由 此 得
x 互 + 夕x = o

。

下面说明
x 夕 + x 夕 = 0

.

因 f 是

一个满射
,

于是存在 二 R使得 f ( a)
= x 夕

。

又 据题设存在 x : ,

头研使得
。 二 x Z

扎
。

由 f是加

群 同 态
,

易 知 f (
一 a

) = 一 f ( a )
.

于 是
x ; = f ( a ) = f ( x

: , :

) = ( x
Z ; 2

)
2 二 (

一 x : , 2

)
2 =

f ( 一 x Z , :

) = f ( 一
a
) = 一 厂( a )

二 一 x夕 ,

即 x 鱿 + x , = o
。

由 x , + 万x = 0
, x , + x夕 = 0 ,

则
x 刀

= 夕X .

易验证
,

假设环 R满足 a) 中的条件
,

则 R 必满足定理 1 中的条件
,

故由定 理 1 即可

推得 a) 成立
。

下面证明
,

如果 R是有限环
,

则 b) 有肯定的回答
.

定理 2 设 R是一个适合结合律的有限环
,

如果存在刀到 R上的映射厂使得对于 所有

x , 万。 R都有 f (
x + 万 ) = f ( x ) + f ( y )

,

f (
二夕 )

=
(
x 夕 )

“ ,

那么 R是一个可换环
。

证 明 因为 厂是从有限环 R到 R上的映射
,

故易推得 f 是一个双射
,

于是 f是一 个单

射
,

因此我们仅需证明对于任意
x ,

, 。 R ,

厂( x 夕 ) 二 f (夕x
)

,

即 ( x , )
“ = (夕x

)
2 。

设 a ,

b
, e ,

d是
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R中任意四个元
,

先说明
a b a c 二 一 a c a b

,

b a c a = 一 c a 西a 。

因 为 f 〔 a
( b + e

)〕 = 〔a
( b + c

)〕
2 =

(
a 乙+ a c

)
“ ,

f〔a
( b + c

)〕 二 f (
a b + a 。 ) = 厂(

a 乙) + f (
a e

)
二

(
a b )

2 + (
a c )

“ ,

所以 (
a 右+ a e )

“ =

(
a b )

“ + (
a e

)
“ ,

于是
a乙a e = 一 a c a b

。

同理可得乙
a c a = 一 e a b a 。

然后 利 用
a石a e = 一 a c a b

,

ba c a = 一 c a b a
可推导

a乙c d = e d a b
。

因为 f (
a 乙c d ) = (

a 乙c d )
2 ,

f (
c d a 乙) = (

c d a乙)
“ = e d a 乙c d a b

二 一 cb ` d a d a b ( 因为 dab cd
a = 一 b cd

a d a
) 二 a d cb cd ab ( 因 为 cb cd

a d = 一 a d` b cd ) 二 -

a 乙c d c d a b (因为 d c b c = 一 乙c d c ) = a b c d a b c d (因 为
e d c d a 乙= 一 c d a 乙c d ) = (

a乙c d )
“ = f (

a乙c d )

由 f是单射
,

故动 cd = cd ab
.

对于任意
x ,

好 R 取
a = 万 ,

b 二 x y , 。 二 x ,

d 二 夕x , x ,

则 ab cd 二

, x夕x , x , x = ( ,
x
丫

, c d a西= x , x封x , x , = (
x , )

4 ,

故 由
a b e d = c d a 西

,

则 ( , x
)

4 = ( x 。 )
4 ,

即

f〔(夕x )
“ 〕 = (万

x
)

4 = (
x 刀)

` = f〔 (
x 夕)

“〕 ,

又 由丈为单射
,

则 (
x 夕)

“ = (夕x )
“ 。

从定理 2 的证明过程
,

可推得

定理 3 设 R是一个结合环
,

如果存在一个 R到 R的单射 f
,

使得对于所有
二 ,

毋 R都

有 厂( x 十 妇 = 厂( x) + 厂伪 )
,

厂( x妇 “ (
x g )

“ ,

那么 R是一个可换环
。
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