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解析函数的从属关系

林 和 曾

( 数学系 )

摘 要

设了与F 在单位圆盘U 内解析
,

若F 在 U 内单叶
,

l( 。) = 尸 ( 0) 月 l( U ) c F ( U )
,

则 称 f

从属于 F
,

记作了代 F
.

木文对满足某些条件的函数户
,

找列单叫函 教q
.

使得户长 q
,

而且所

找到的 q在某种意义下为最好
.

关键词 从属
,

微分从属
,

最佳控制

设 f (
z

) = z + a 。 十 , z ” 十 ’ + … (
:

) 1 )是在单位圆盘 U 内解析自勺函数
,

其全体记作 A
, .

若 f在 U内解析
,

F 在 U 内单叶解析
,

如果 厂( 。 ) 二 F ( 0) 且 厂( U )二 (F U )
,

则称函 数 f

从属于 F ,

并记作 厂长 F或 厂( )z 代 F (幼
。

设函数功
:
口叶 C在区域D 任已 内解析

,
人在 U内亡郎卜解析

,

P在 U 内解析
,

又当 “ U

时
,

( P (
:

)
, z P产 (

z
) )

。 D
,

且 P 满足微分从属

功( P (
:

)
, z P ,

(
:

) )长人(
z

) ( 1 )

如果有单叶解析函数 口,

使得对满足 ( 1 )的每个 P 都有 P代口
,

则称 口是微分从 属 ( 1 )的

一个控制
.

如果 q ,

是 ( 1 )的一个控制
,

而且对 ( 1 )的每个控制 口,

都有 。 :
代 q

,

则称 q
:

为

( 1 )的最佳控制
.

引理 1 〔 `〕 设 p (
:

) = 。 十 乙产
” + … (n ) 1) 在 U 内解析

, 。 在刀上除了可能有一个极点

在口U上外是单叶解析的
,

而且 P ( 0 )
=
武。 )

.

若 P 不从属于 q ,

则 有 礼 。 U
,

氛
`日U 及实数

二 )
n ,

使得 P ( }
:

1< !
z 。

】)二口( U )
,

P (
: 。

) = 口(乙
。

)与
z o

P尹 (
: 。

)
= m 乙̀ 产 (乙

。

)
。

设有函数 (L
z , , ) (二 U

, , ) o )
,

对 t ) o ,

(L
· ,

)t 在 U 内 单 叶 解 析
,

对 “ U ,

(L
: , ·

)在

〔O , + co )上连 续可微
,

而当。簇 :
( ` 时

,

(L
: , :

) 长 (L
: ,

t )
,

则称 (L
: ,

峥是一个从属
J

链
。

引理 2 〔“ , 函数 从
: ,

户 = 。 :
( t )

: 十 … (
。 ;

( )t 今 0) 是一个从属链 当 且 仅 当 不 等 式

p 。

r
,

夕互 /夕互、、
n 。 扭木

,
二 :

_

* 、 n
瓤 嘴青

找 e . 2 we se二 一 I 一二
-

. 2
尸 V 入 U 书丰 l 一 拓七口

, 公` 二 U 们 p 尸凡之Z̀ .

、 O 之 1 0 不 尹

本文采用如下的记号
:

对 一 1镇乙<
a

( 1 ,

p
。 ,

b (
z

) =
1 + 口之

1 + b之
凡(

:
) = :

( 1 + 石:
)了

一 `

(石今 。 )
,

k (
:

) = z e a z

(乙= o ) ; M (
a ,

f
, :

)
=

( 1 一 a
)

Z f 尸 (
:

)
f ( : )

之 f l, ( :
)

f 了 (
: ) )+

.11

尹̀吸、

a+

本文 1 9 8 8年 1 1月23 日收到
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I , ,
, ( f ) (

: )

=

〔今
笠

l:
, /

(才 )!飞
,

一山〕
`

/ “
.

定理 1 设 f
。姓

。

(
: 》 1 )

,

r (
:

) r` (
:

) z
: 今 。

,
一 1夏。<

。 成 1 , 。 (
:

)
=

(* (
:

) z
:

)专

又设几胡
,

!久1< 孕
, 。 `刀

,

若
。 `“ 万 ( 。

,

f
, :

)长
乙

(
a 一 b ) :

1 + b之
c o s 又+ 。 几̀ ,

则

:
( z 一 a

)
2 c o s几

e `; l。 ( r (
:

) /
:

) +
拼i介丁

。 ` , l。 f
,

(
:

)1长
。 (

:
)

.

乙 C O S 几 尹

尹..、

PXe

可用引理 1证明定理 1
。

同样可证

定理 2 设介A
。

(
:

) 一)
,

f (
:

) f ,
(

:
) /

: 今。 , 一 l 镇右<
a

( z ,

乙手 。 , p 今。 , 一 z镇 p蕊 1 ,

久。 R
,

! “ ! <
令

,

一 R
.

若
· `“ M ( a ,

,
, ·

) 、

粤提
兰 C O S “ + · ` , ,

则

p : 石( i 一 a )

(
a 一 b )

e o s 几
。 `久I n

( f (
:

) /
z

) + 、 _

气“

户 n b a

一句之瓦又
尸 :

, `· 厂尹 (
·

)〕
、 ( 1 + “ : ,户

.尹
.

..、

PXe

定理 1推广且改进 了〔 3 〕的定理 1 ,

定理 2 推广了〔 4 〕中的 3 个定理
。

利用〔 5 〕的推论 3
。

1可证

定理 3 若
。 > 。 ,

丈。 ,
, ,

、 (
。 .

r
, : ) 、 。。 , 。 (

:
)且 、 、̀

( :
)

=

f
’ 「

’
左扩( , ) :

一 ,
d ,

l
a ,

则
、 口 J O 沪

I
z k

之 7
’

了 J z *

一了
~

.

、 、

—
L

—
~ 、 F a ,

打
.

l “ a

在定理

定理 4

3 中取
a = 1 , a = z 一 2夕(夕

。 〔o , 1 ) )
,
乙= 一 l ,

便得 〔 6 〕的主要结果
.

~ * , _ ,
.

之 k l, 一
二二

山 从 .t ,

一 * 一 一
, J , , 、 , _ 。 J

幽狱
1 十 一 乙了一

仕 U 网早叮麟 tI’r
。

人右 了̀人 l ,

八 之刀 之布 U
,

则
付

.

+l( 黝
吠

+l( 子卜了
一 K

弋
一 厂

,

k
-一尸

— 人 —
-

一
之 之

而且
岑

一

种
·

牛)
K

(
1 ·

岑)
的最佳控$lJ, 异 (

` ·

拱)
长 星

会与
最佳控制

·

沈
。 口 枚泪一

人
_

巨 , 。

从
I 一 _ 二泪

` _ 、 ,

从
# _ _ .

刊
目` 甲 ) ,团 `山笙 一 F a , 白, 多口 7碑 l

,

不
es

~

一 任 ,
户

产 、 卜山 “ 一 1 了 下 7一 一 叮宁
-

化 付
’

q

通过计算可以证明函数 g 二
考处是星形的
女

即有 g ( o ) = o , 口产 ( o )今 。 ,

R e
: g 产 ( : )
刀( 二

> 0
.

于是有

R e

嗽异
二 R·

〔
。 `· ,干三昌者

上〕) ”

l /

二是近于凸的
,

从而是单叶解析 的
。

干是酬
一

尸则。在叻解析
,

, (。 ) = 。 (。 )
,

且有 * 十

牟
二 1 +

尸

21护
护十子ú ù
手声

之一

即函数入三 1 +

若记 P =
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6
+ -

~

星坦 卜 (
。 + 一

星处 、二 、

、 夕 , 、 q l
( 2 )

若设 P不从属于 q ,

依引理 1 则有
: 。。 U

,

乙
。 : 口U 及m ) z ,

使得 P (
: 。

) 二 口(乙
。

)与
: 。

P尹 (
: 。

)

== m乙
。至`

(乙
。

)
,

故

P (
: 。

) +
二。

P产 (
z 。

)
P (

: 。

)
= 口(乙

。

) +
m省

。口产 (省
。

)
q (乙

。

)

作 函数 L (
: , t ) = 口(

:
) + ( i + t )

当 : E U 时在 〔O
,
十 co )上连续可微

,

: 口尹 (
z )

q (
: )

又有

易知 L (
: ,

)t 当 t 》 o 时在 U 内单叶解析
,

而

一

嘿少上 }
( 。 , , , = 。 , `。 , + “ + ` ,。“ “ ,

二 ` 2+ ` ’ (一 “ ’ 今。

R·

〔
·

鲁 /
一

誉〕
= R·

〔
。 (

·

卜 (卜
: ,

一

兰

黯工〕> 0 ,

一 U
, ` ) 。

·

依 引理 2 ,

I,(
: ,

)t 是一个从属链
,

因此
,

若 。 ( : 燕 t ,

则 (L 才 , :
) K L (

: ,
t )

.

由于 (L
: ,

0)
二

l(] z)
,

故 L住
,

t) 必 ll( U ) 对 所 有 乙功 U
, , ) o 都 成 立

。

特 别 地
,

(L 乙
。 , m 一 l) 笋 ll( U )

。

但

L (乙
。 , 拼 一 l )

= 口(乙
。

) +
二乙

。
q /

(乙
。

)

叮 (省
。

)
= P (

: 。

) +

: P尹 (
: 。

)
P ( : 。

)

,

于是 P (
: 。

) +
: 。
力产 (

z 。
)

乡(
: 。

)
偌几( U )

,

这与式 ( 2 )矛盾
,

故应有 。、 。 ,

即 鱿i 、 声犷
.

又因 :

敞
式 ( 2 )

,

所以 。 =
一

竹二是
乡+

\

I 尺 凡

之

对 代* 的最佳控制
.

p

~
、

.

。
、

。 k
0

. ,

~ , , _ 、 、 _ 、 。 ,

县叭
,

记 口` = 万
, 夕̀lJ 四 “ ` LU )午 。 ,

且 找 “

气
1 + : 口 (

:
) /

。

)
(
·

,
)

= “ ·

(
一

1
一

尘黔
一

)

砂一lP> 一

三
一 ,

所以 。 :

在 u 内单叶解析
.

乙

I

*
: : 二 ` _ f

0 1「*

*
T : 。 。 、

人 , 。 、 _ _ , 八 、 口
, .

有
`山 F ` 一

万
’ 只 IJ F `

住口 ” ” )”午 , , ` ’ F ` 、 V , 一 仗` 、 u ,
公

上 个

于是可用上面的证法得知
、

含
且
夸
是 ` 十 之 k

k

一

的最些
。

长 星尽
拐

r十r一
ù小」

之一

一一

佳控制
。

证毕

类似可证

定理 5 设 a
> o

,

则M (
a ,

k
, :

)在 U 内单叶解析
.

又若 了
。 A

, ,

M (
a ,

f
, :

) 代M (
a ,

k
, :

)
,

。 , , 之 f , / 之 k ,
二 。 二 。 f

` , _ 、
. _

少沟一丁
一

、 一 之一
.

, 月U士 L 夕 a ,
b 夕C 爪夕 气̀ 少宁 “

) 付 、

z P产 (
:

)
p ( 之 ) )

、 M (
a , “ , · ,的最佳控击,,

·

, ~
。 、 。 。 \ 。 n _ * , J

一 对 ,
,

之几, 一
, , , 、 。

正理 0 仪 p尸 V , 氏 e丫多 U , 了̀ 直 1 ,

右
,

万一
长

一
厂

, 厂 = l 夕 ,
? 气丁)

, 八 = 1 口
,
丫 L佗 ) , 夕11」

J 代

之 F , , z K ,

一
~

石

— 长—
云二一一 长夕。

,
b

r 几

定理 7 设 刀> o ,
R e丫 ) o 汀。 A

, , f (
:

)厂
产

(
:

)
之

钾 O
,

又 一 1 ` 乙<
a 簇 1 ,

k
, , 口是定理 3中定
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, 、 , ,
_

~
、 , , ,

一
, 二 ,

l
, 、 , , , ,

1
, 、

。
, , , 、

。
, , , 、 。

入浏 幽取
·

右
丈

以万
, 7 , 之 ) 长 `以 气百

’ “ “ ’ , 之 ) ’ 厂 “ ` “
,

, 、丈) ’ 八 “ ` “
,
下 L“ `

/ “ ) , 贝日

、
(去

一 F
, ·

)
、 M

(舍
,

K
, ·

)
K ” 一。 ( · ,

而且 M
(言

,
K

, ·

)
是 。 + 之 P ,

口p + 了
K P

。 ,
乙的最佳控制

.

证明
_ , _ , ,

/ 1
,

、
.

, 、
~

、 ,

/ 1
。

、
,

.

, 、
_

, 二一

_ ,

~
。

~ 。 ~

田 I VI 吸下 声
1 2 吞声 刀= P a ,

b又之 ) ,

勺 1以 t
一

石汀
, 之 )长户

a ,
b L之 ) , p J方Ll 了刁 , l 口勺 厂郁 龙星、 尸 工 、 尸 ,

形函数
,

故 F与 K都在 U 内解析且
F ( :

) F
/

( : )
之

斗 0 ,
K ( :

) K
/

( : )
之

今 O

从K = I , , : ( k
, z 。 )

、

k ; z 。的表达式及尸
= I 。

,
: ( f )可得

, 二

/ 1 , \
_

、 二 , / 1 。 \ r
。 , 二

/ 1 , \
.

、 一 ’ , 二

/ 1
,

\
`y1

气万
’ 八 ’ 之

) 十
之义以 “

火下
’ 八 ’ 之

/ Lp ’ 吐

火了
’ 八 ’ 之

/ + 丫J
二 里嫂

、呀
’ “ “ “ , 之

)
二 p a , “ 气之 )

“

(},
尸

小
”

琳
一刀 , ·

脚--(},F小 J
` 二 “

份
,

如
一 `· 、 、 。 。

。
_ , , 、 ,

.

L . 」
亦

、
入 。 ,

一
、 _ , ,

/ 1 二 、 一
了 二

二
。 A rt ,

、 。 一
, ,

/ 1 ” 、
, , ,

/ 1
, 二 、

林又 L 口 J 日习司l亡下匕 J . 1 日 方日 Z性扭下
、

, 八 , 之 夕于七 U !钊 导七 “
一

日越牛刁汀 , 月 z理 l 厅 , f , 刁 刀人 了以 t
一

万 , 八
, 之 矛长

\ 尸 , ` p , 、 p ,

一 。
, ,

, 1 ~ 、 。
、 、 , _ 、 。 。 `

。 ,二
. 」 .

、 J

P a ,
b L之 ) , f田上 L z以 吸 西 , 八 , Z J足式 气石 ) 日U取 1主仕市 l」, 1 1上毕

。

、 P ,

满足

定理 8

2 9 ,

g

设
a

> o ,

口。 R
,

R e了 ) o , 一 1镇 b < a 毛 1 , 一 z簇 d <
e落 1及 f o A

: ,

若有 g o A
,

、 。。 ,
J ,

且 使 得: (
a ,

口
, 。 ,

,
, ·

) 二 ,
一

”̀
(
·

)尸 (
·

)〔
。 ·

(
:

)
· `“一

〕
一 `

、 ,
。 , 。(

·
)

,

而 F = I
。 十`刀

,
: ( f )

,
, `

。 J

~
、

,

。 一 之G ,
_

, , , _ 。 , 。 。 一

则有七`直 l ,
’

匕俩足一二万一
~

长 P c ,
d且有力 La , p , 行 , 厂 , z )长 P山 b L之 )

。

七 r

证明 由〔 7 〕知函数 F在 U 内解析且
F f之 )

、 ,

一呀一 布 U , 定义函数 G

。 ( :
) =

「黑黔上万
’ 。 ·

( , ) :下· `“一 d :

飞
’ ` “

, . 成 .

甘 U 少

( 4 )

。
. _ , _ ,

,
, _ 。 一

r 二 一 L _ 。 ~ 二 , ~ 之 G
,

1认正理 b , 行让 U 】刊用手价 」生 一 矛石 - ~

长 P 。 ,
d

。

吸了

简 记 口二 P
a ,

乙 ,

由 F = I a 十 i口
,

: ( f )及 ( 4 )
,

可以算得

B (
a ,

“
,

G
,

F
, `

,+ : B二̀
a ,

“
,

G
,

F
, :

,〔
a : G产 ( )z

G (的

+ : 、 i口〕
一 `

== 刀 (
a ,

夕
, 口 ,

厂
, :

) 长 P
a ,

乙(
:

)
= q (

:
) ( 5 )

若设B (
a ,

口
,

G
, F , :

)不从属于夕(
:

)
,

依 引理 1 则 有
: 。。 U

,
夕

。。 〔o , 2二〕及 二 ) 1 ,

使 得

。 (
。 ,

召
, ` , 尸 , : 。

) 二 。 ( 。 `口
。

)
,

及 : 。: 二( 。
,

刀
, ` , 尸 , : 。

)
= 。 e 川。。 `

(
。 犷。。 )

,

因此
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B `一 “ ,
G

, F ,
一 ,+ 一 B二̀一 “

,

G
,

F
,

一 ,
(
·

普劣应
+ : + “̀〕

一 ’

= 、 (一“ 。卜
m己` “ 。 。尹 (

·` “ 。 ) 〔
· 邑

佘犷
+ : · “̀〕

一 ’

` 6 ,

由于抓 u )是一个圆或半平面
,

而
。

i00 q’ (
。

i00 )在该象域边界的由点 q (
。 `00 )出发的外法

线方向上
,

又因 R e

r
。

尊契朴
+ : 十

i1n
= 。 R e ~

孚李工
+ R 。 : > 。

` 订 L z ) ` 订 气` I

所表示的点不在 q( U )内
,

这与式 ( 5 )矛盾
。

于是定理 8 成立
,

证毕
。

。

故式 ( 6 ) 的右边
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L e e t u r e N o t e s i n M a t h
. ,

1 0 1 3
,

2 9 2 ~ 3 1 0

M a e G r e g o r T H
,

J
.

L o n d o n M a t h
.

S o e . ,

9 ( 1 9 7 4 / 7 5 )
,

2
,

5 3 0一 5 3 6

R u s e h e w e y h S t
,

M a t h
.

2
. ,

13 4( 1 9 7 3 )
,

2 15 ~ 2 1 9

S u b o r d i n a t i o n b y R e g u l a r F u n e t i o n s

L动 H e之己刀 g 带

A b s t r a e t

L e t f a n d F b c a n a l v t i e i n t h e u n i t d i s k U
.

T h o f u n e t i o n f 1 5 s u b o r d i n a t e t o

F
,

w r i t t e n f K F
,

i f F 1 5 u n i v a l e n t
,

f ( 0 ) = 卢
’

( 0 ) a n d f ( U ) =c 户
’

( U )
.

W e e o n s i d e r

t h o P r o b l e m : f o r a f u n e t i o n P
,

w h i e il s a t i s f i e s s o m e e o 几 d i t i o n s ,

w o f i n d a

u n i v a l e n t f u n e t i o n q s u e il t il a t P K a a n d t h a t 9 1 5 t h e “ s m a l l e s t
” .

K o y w o r d s s u b o r d i n a t i o n ,

d i f f e r o n t i a l s u b o r d i n a t i o n ,

b e s t d o m i n a n t

. D o P a r 上, u o n t o f 人{ a t h e m a t z e ,


