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垂直圆柱二阶绕射力的近似计算方法
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摘 要

本文用 T a y lo
r

方法计算规则波中垂直圆柱二阶绕射力
,

发现该法对于水深与波 数 的乘

积大于 2
.

5时是有效的
,

其结果是精确的
,

退当水深与波数的乘积小于 2
.

5时
,

结果是不 稳定

的
.

因此
,

须对方法作些改进
.

关键词 规则波
,

绕射
,

二阶绕射力
,

人射波
,

芳交射波
,

幅射波
,

自由面积分

当前在工程应用中
,

一种能行之有效的求解二阶力的
一

计算方法是
:

引入一阶幅射势

和利用 G r e e n 第二恒等式
,

把二阶力的计算变为在 自由面上对一阶势的积 分
。

但 是
,

这个积分的收敛非常缓慢
,

收敛解不容易得到 〔` ,
.

为此
,

把 自由面积分 F益
2 ’
处理 为积

分 F妊
2 ’

( 。
,

b) ( b 》
。
)和

“
尾项 ” 积分 F占孟

’
(。

,

co )之和
,

前者可用高斯自适应法 计 算
,

后者在自由面的无穷远处采用 B e s s e l 函数的渐近展式
,

然后通过 F r e s n e l 正弦 和 余弦

函数表示而求得
.

本文 目的在于 通过对文献 〔 1 〕方法的计算
,

讨论二阶绕射势求解的另

一值得注意的问题
,

即这个表面积分的处理问题
; 并讨论这个积分的稳定性

、

收敛性与

水深和波数的关系 ; 以及这个积分的稳定解与积分限 乙取值范围的一般关系和方法可能

的适 用范围等
.

1 方法的简述

1
.

1 基本方程和方程组

取柱坐标系 O川 :
(见图 1 )

, : 轴垂直向上
,

Or
o 位于平均

自由面上
。

流体理想
、

不可压
、

流动无旋
,

则有 复势 必
。

然后

把。 和 刃 ( 自由面升高 ) 展开为波陡
￡ 的幂级数

,

则得到。 关于
。 的一阶解必 “ ’ 和二阶解。 `“ ’

分别为
:

、…
1
.
.|1.

|
|l

d
一二

7J
2必 ( l ) = 0

,

—
= O

。

d 之

日必

在全域 V内

在底部
: 于

日
2中 ( 1 )

口t Z

日必 ( 1 )

日n

口中 ( 1 )

十 g 一
-

一 石
~ 二 O ,

在 : 二 O上
( 1 )

在物面0S

本文 1 9 8 8年 10 月 7 日收到
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厂
2必 (“ ) = 0

,

口必 ( 2 )

一
~

二二一
- = U

。

口之

在全域V 内

在底部
: 二 一 d

口
z必 ( “ )

口t z

+ 。 旦繁兰
= 一

会 (
: , ( 1 )

)
2

( 2 )

口山 ( 2 )

—
一

= U .

d n

+ 1
.

g

在物面 S
。

上

口中 门 ) 刁 r
口之 气

口
2中 ( 1 )

口乙2

口中
g 一石万万

再把中分解为入射波势中
,

和散射波势必
: :

必 “ ) 一 ,
:
” + 。 ;

` ’ = R e

〔功
“ ’ · 。̀ `

〕 ( 3 )

必 :
` ’ i两足 ( 1 )式

,

还满足 s 。 n l m e r f e l d .隔射边界条件
.

。 ` 2 ) = , :
2 ’ + 小 :

“ ’ 一 R e

〔叻
( 2 ) 己` 2田 ` + “ (艺 ) :

〕
武

2 ’
满足 ( 2 )式

,

还满足 M
。 l i n 的幅射条件 〔 2

,
.

。 ` 2 ,
是空间独立的

,

一

阶水平力都没有贡献
。

1
.

2 任意物体 上的一阶和二阶力

沿物体表面 S
。
积分

,

容易得到 口方 向的一阶和二阶力为
:

( 4 )

它对物体直 至 二

0
S

月

..
口

P一一一

2

.

1
甘

夕
1

2

F ( 1 )

F ` 2 ’ = 一 。

〔
-

口必 ( 1 )
n 、 d 、

( 。
( 1 , )

2 · ; d ` +

合

( 5 )

I
: 。 `『。 ` “ ) ,

2 ,了· d \ ·

J
: 。 口

吩
, 2 / d \

〕 ` 6 ,

其中
, 2 , 表示单位内法线方向 ”在 “方 向的投影

,

J
二 _ 。

d `表示水线积分
.

把方程 ( 6 )中的第一和第二项分解为时间独立的分量 F扩
’ 和振荡分量 式

2 ’ :

二扩
, 一 R 泞

r四 f ; ( 1 )
.

; ( 1 ) ` , , 、 d , 一

上 【。 。 ( , ) .

: 。 ( 1 ) , n ` d :

1
` 4 J z 一 0 4 J ￡ o ,

: {
2 ’ 一 R 。

不r
一

, f 乙 ( l ) .

` (̀ ) , : 刀d , 一 p一 【: 。 ( 1 ) .

: 。
〔 1 ) , , `

」

d 、

)
。 、 2。 才

飞
“ 4 J 二

一 。 - 一 r
一

4 J s o

”
’

声 J

( 7 )

( 8 )

式 中
,

星号 “ * ” 表示复共扼量
。

( 6 )式最后一项记为
:

~ ( 2 )
f 口中 ( 2 )

岁 a = 一 夕 . 一 气
一

矛勺 a s

J s o a 艺
( 9 )

弓}入一阶幅射势少
` ” :

梦 “ ’ = R e 〔必
` ” e i “ 。 t 〕

劝
` ” 满足 L a p l a c c

方程
、

自由面条件
、

底部条件和幅射条件
,

并 在物面S
。

上有
:

刁必
` ”

日况

再利用 G r o e n 第二
`

}亘等式
,

( 9 )式写为
:

F犷
’ 一 R 。

{〔叮
’ 十 尸
貂

+

瑞
’ + 尸

们
己`竺口

今 ( 1 0 )
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ds其中 F 占矛
’ 二 一 `2 。 。

J
: 。

功

F “入
’ 二 2̀功。

!
: 。

“
”

川 刁功( ` )

口z乙

口价1(
2 ’

二

— d s

d Z之

S

J

d
、、.产;

2 ’

` 2 )
口功“ )

口n

娜
功

面
成益

’ = 一 i
2勿 p

工
,

(
, ( 1 )

二
“ ’

。 ` : ) 口功` ” 、 J _

一 甲 S 一下至二一 I u 。

口儿 ,

娜

面
瑞

’

一 。砖 和
1 ,

, `
了

、

可以证明
,

当 R , co 时
, F
咨异: 的积分是振荡的

,

并且趋于零 〔` ,
.

利用 ( 2 )式的 自由面条件
,

( 13 )式重写为
:

F J孟
’

一 2宜诬
-

干f 。 。 1 )

r(
: 叻

( 工) .

: 功( 1 ) 一 : 。:
` ’ .

。功{
` ’

)
-

g
、 J s r ` 、 ,

J

k
Z s e e h

匕
k d

2

·

(
功` ’ ) ·

功( ` ) 一 功:
` ’ ·

。:
` ’

)〕
d￡

}
,

一 。

1
.

3 垂直圆柱的一阶和二阶力

按 tS o
ke

s
波理论

,

一阶入射波为
:

树” 一

分
c o s h k ( : + d )

e o s h k d

一 e o s , 20

一阶散射势为
:

叻止
` ’

e o s h k ( : + d )

e o s h k d

e o s n 6
.
艺间一一

其中
, 。。 一 ` ; ? Z、 0时

,

一
2 , A一 “

·
J
· “̀ 了 )

,

“ 一粤
( 一 ` ,

” ,

B
, = ” ,

H二
“ ’ ( k r )

,

” 。 二 一 “ ”

〔
,二( k

· ) / H孟
2 ’ `

(“ · )〕
,

` 。

为 第 一 类 ? Z份: B e 5 5 e , 函 数
,

H “
“ ’
为 第 二 类

n
阶 H a n k cl 函数

, “ Z ” 表示导数
.

二阶入射波势为
:

叻
,` “ ’

D
n

艺
。 :

D
。 e o s h Z k ( : + d ) e o s , z白

月 ` 0

( 1 8 )

其中
= 力

。
J
。

( Z k , )
,

户
,

一 i 3A
Z。 / ( s s i n ll

4
左d )〕 ( 一 i )

” .
ù

社
一阶幅射势为

:

八口曰
一óOC

、
J̀

功` ’ )

其中
,

E
。 一 户

。
H ;

2 ’

c o S l l K ( : + d )
e o s h K d

+ 艺 瓦
j

一

l

e o s 。 ` ( : + d )
e o s 力 ,

,

d
( ] 9 )一UE

户

l、L

(兀 ; )
,

君
。 = Z S i n 一1 2兀 d / 〔兀 ( 2犬 d + 、 i n h Z兀d )万 ;

2
, ` (犬。 )〕

E
, =

Z s i n Zm
、
d

n Z ,
( 2

, : ,

d + 5 i n Z , n ,d )

K
,

( , , , : )

K : (
, 、 ,。 )
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K
,

是第二类一阶修正 B e s s el 函数
, 二 ,

为方程正根
:

4 0 2

/ g + m , t a n 二 ,

d 二 o

K满足方程

4 0 2
/ g 一 K t a n h K d = O

把 ( 1 6 )
、

( 1 7 )和 ( 1 5 )式代入 ( 5 )
、

( 7 )和 ( 8 )式得
:

F ( 兀) 二 R e 〔 f Zo p a 万 G
LZ 。 e `。 t〕 r 一 。

、

二
, 、 一

势
(二 1 )

卜嵘
1

〕}扩一
g

一

夕口.、、8
习间
。
习F众

2 ’ 一 R ·

{
二 p ·

〔
F `

2 ’ 一 R ·

{
/ 。 ·

〔
1 0 2 , , ,

瓜

—
+ 尺 一

乙 1十
、 g

其中 G
。 = A

。 + B
。 ,

Z
。 = 。 2

/ g k
Z

Z
; = (

5 i n h Z k d 一 2掩d ) / ( 4 k
e o s h

Z
k d )

,

把 ( 1 5 )和 ( 1 9 )式代入 ( 1 1 )和 ( 1 2 )式得
:

乡
·
(

72 + 1 )
)

G
·
G

。 * 1

〕
· `2 。 `

}
r _ 。

Z
: 二 ( 5 i n h Zk d + Z k d ) / ( 4 k

e o s h
“
k d

叮
’ = `伽 / 卜 (

“
赢

·

户
F
舀:

! ’

一
“ p

一 〔D : (
E 0 2 3 。 +

户

E
: 2

3 7

)〕
: _ 。

E 丁̀
3声

)〕
r = 。

其中 2 30 二

2 3 , 二

「
~

亘啊纱逆坦 +

、 2 ( 2左一 人 )

5 i n h ( Z k + K ) d

2 ( Z k + K ) 〕
5二“ K d

{
Z k s i n h Z k d e o s n l、 d + m

, e o s h Z k d s i n m 、
d l

—
万

—
一

clse
m , 。

4 。
。

+ m s J

把 (一6 )和 ( 1 7 )式代入 ( 1 5 )式并对日积分得 (乙、 co )
:

咪 ) `一 “ ,一兴竺仁小
·

月叻氰娜味
1 一

咖劝
.

1 0 4
k

Z s e e h
Z
k d

十 . 一一一飞「一 一

—
一

二

—
十

、 g
“

2

:
(

n + 1 )

)(
G
。
G
。 十 工一 A

。
A
。 + 1

)〕
· d·

( 2 0 )

( 20 )式的积分计算是 相当困难的
,

一是因为被积函数高度振荡
,

二是积分收 敛 相 当 缓

慢
.

为此把积分处理为积分 F
扰

’
(a

,

b) b( 》 。 )和 “
尾项

” 积分 F
猛

’
b(

,

co )之和
,

即

成益
’ 一

式粼(a
,

b卜 嘴益{b(
,

co )

当 b 足够大时
,

弦函数得 ( b》 1 )
:

F止尝: ( b
.

co 、 =
`

q乎、
、 、 L, ,

一
, 一

把 衬
` ’ 、

耐” 和功` , , 的渐近式代入 ( 1 5 )式并利用 F r e s n e l 正弦和余

鹦
` 。

碧意{
3 5二 h

` ““ 2” ·
”
一

“ ·
”
一

” · “ 一

二 “ “
矿

“

一
’ ·

了于叶一了平 )
一 `

(凌一了平刀
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+ ( 3
s e e h

Z
kd 一 4 ) (力

。
通

。 十 , e 一 “ 一 “ ” 斗 “ n 十 ` ’ + 直
”
力
二 , : 。 一 i ` 一 “ ” + ` 十 “ , ’

·

了是〔(合一了粤不)
一 `

(奋一了奥黔)〕}
(川

其中
, “ ` 二 2 “ + K

, a

一
罕

` ,

“ 口·分别是 F

一
, 正弦`口余弦函数

·

2 数值计算结果

本文所有公式的计算都是在波数 k = 0
.

1 25 ~ 3和 3个不同水深 d = 1 , 3和 10 m 的条

件下进行的
.

程序 中用到的其它参数是
:

圆柱半径
a 二 l m

,

波幅 A 二 l m
,

加速度 g 二 9
.

8 07

。 s/
“ ,

水的密度 p 二 I O 2 5 k g / m
“ ,

力单位为牛顿
。

:
.

1 计其结 果
, F ` , , .

F扩
’ 、

式
2 ’ 、

F
每扣和

F
毒扩与文献 〔 1 〕的结果一致

.

2
.

2 自由面积分 F林
, a(

,

b) 是最困难的计算
,

为提高精度
,

本文用五 点高 斯自适应 法

计算
,

结果发现
:

① 当波数 k和水深 d的乘积翩 ) 2
.

5时
,

积分 F 岛蓄 (
。 ,

。 )随积分限 b的变化 不大
,

一

般 b 为波长 凡的 3 至 4倍时积分已相当稳定
, “ 尾项 ” 积分 随 b 的 变 化 也 很 小

,

积

分 F毒益
’
(a

,

“ )的绝对值远大于
“ 尾项 ” 积分的绝对值

,

故此积分 F占益
’ 相当稳 定

,

本 文

计算结果与文献 〔 1 〕十分接近 ( 见表 1 )
。

表 l d = 1 ,

k = 3 , F毒益
’

(实部 )随积 分限 b 的 变化情形

T a b一 d = 1
,

、 = 3
,

v a r i a t i o n i n t h e F令盗
, ( R P ) w i t h t h e 。

u p P e r l i m i t o f i n t e g r a t i
o n

b } F舀益
,

(
a ,

b ) F舀益
, ( b

,

co ) F丢孟
,

{

—
文献〔 1 〕

0
.

2 3 5 1 E + 0 5

0
.

2 7 4 5 E + 0 5

0
.

2 7 6 1 E 十 0 5

0
.

2 7 6 1 E + 0 5

0
.

2 7 5 9 E + 0 5

0
.

2 7 5 8 E + 0 5

0
.

2 9 9 8 E + 0 5

几
.

几
`

凡

,é八n

4又

5几

0
.

1 3 9 9 E + 0 3 0
.

2 3 6 5 E + 0 5

0
.

1 2 6 7 E + 0 3 0
.

2 7 5 8 E + 0 5

0
.

1 2 6 0 E + 0 3
`

0
.

2 7 7 3 E + 0 5

0
.

1 2 7 2 E + 0 3 0
.

2 7 7 4 E + 0 5

0
.

1 2七魂E + 0 3 0
.

2 7 7 1 E + 0 5

0
.

1 2 8 7 E 干 0 3 0
.

2 7 7 1 E + 0 5

② 当波数 k 和水深 d 的乘积 。
.

5 、 蒯 、 2
.

5时
,

积分 F毒粼 (。
, 。 )一般随 。有较大的变

化
, “ 尾项 ”

也随 b 有明显的摆动情况
,

虽然 F毒孟
’
a(

.

b )的绝对值仍大于 “ 尾项 ” 的绝

对值
,

但 F
拭

’

不稳定
,

不文的计算结果与文献 〔 1 〕有差别 ( 表 2 )
.
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表 Z d二1 ,

k 一 。
.

5
, F
舀孟

,
(实部 )随积分限 b 的 变化情形

T a b
.

2 。 = i
,

、 = 0
.

5
,

v a r
i a t i o n i n t h e 二

毒二
,
( R P ) w i t h t h e 6 u p p e r

1 im i t o f i n t e g r a t i o n

F舀孟
, ( a ,

b , F舀
2

; `
b

,一 ) F舀孟
’

文献 〔 1 〕

一 0
。
3 7 8 1 E + 0 4

一 0
。
6 7 8 0E + 0 4

一 0
。
3 0 5 0 E + 0 4

一 0
.

2 0 1 6 E + 0 4

一 0
。
5 1 0 9 E + 0 4

0
。
4 1 0 3 E + 0 3

0
。
2 2 3 8 E + 0 4

一 0
。

8 0 8 3 E + 0 3

一 0
。
1 3 7 7 E + 0 4

0
.

9 8 7 1 E + 0 3

一 0
.

3 3 7 1 E + 0 4

一 0
。
4 5 4 2 E + 0 4

一 0
。
3 8 5 8 E + 0 4

一 0
。
3 3 9 3 E + 0 4

一 O
。
4 1 2 2 E + 0 4

一 0
。
3 9 1 2 E + 0 4

\,一
.

流
.

几,八久
月

式\bù
,

么乙东乳

③ 当 、 与 d 的乘积 kd < 。
.

5时
,

积分F毒益
’
(
。 ,

b )随b有变化
, “ 尾项 ” 也随 b 呈现剧

烈的变化
,

尤其值得注意的是
, “

尾项
” 的绝对值反超 出积分尸猛

’
(
。 ,

b )的绝对值
,

因

而本文的计算结果极不稳定
,

且与文献〔 1 〕有较大的差另lJ ( 表 3 )
.

表 3 d 二 1 , 、 一 0
.

1 2 5 , F琦孟
’ (虚部 )随积 分限 。 的 变化情形

T a b一 、 = i
,

* 一 。 ,

1 2 5
,

v a r
i a t i o

n
i
n t h e 尸舀孟

, ( I P ) w i t h t h e 。

P e r l i m i t o f i n t e g r a t i o n

F舀二
, ( a ,

b ) F舀益
, ( b

, 一 ) F丢盖
,

文献〔 1 〕

一 0
.

8 5 7 9 E + 0 2

一 0
。
9 5 1 8 E + 0 2

一 1
。
0 0 1 3 E + 0 2

一 1
。
0 3 7 3 E + 0 2

一 1
。
0 6 5 9 E + 0 2

一 1
。
0 8 9 5 E + 0 2

一 1
。
4 6 4 6 E + 0 3

一 0
.

4 4 4 0 E + 0 3

0
。
0 8 4 9 E + 0 3

0
.

4 5 1 0 E + 0 3

0
.

7 3 3 2 E + 0 3

0
。
9 6 2 2 E + 0 3

一 1
.

5 5 0 4 E + 0 3

一 0
.

5 3 9 2 E + 0 3

一 0
.

0 1 5 2 E + 0 3

0
。

3 4 7 2 E + 0 3

0
。
6 2 6 6 E + 0 3

0
.

8 5 8 2 E + 0 3

一 0
.

9 9 0 3 E + 0 2

uP一

…
曲

几
肩

凡
肩

几
.

式
.

元
.

凡

0自印dJ孟及d八h

3 结果讨论

① 当 k d> 2
.

5 时方法是有效的
、

省时的
,

因此适合较深水时的应用
,

此时表 面积

分范围b一般取 5 一 6 倍波长时
,

便能得到相当精确的结果
。

② 当寿d < 2
.

5时的较浅水情形
,

即使 b取得很大
,

也难以得到稳定值
,

因此 此 法用

于较浅水时
,

为了取得准确的结果
,

方法尚须作出某些改进
。

③ 对于其它方法
,

如何求得涉及到 自由面积分的稳定值是应特别注意的问题
。
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