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摘 要

讨论热传导方程初边值问题的一种广义差分方法
,

,

取试探函数空间为二次 L ag
r

an ge 三

角形元
,

检验函数空间为分片常数
,

得到了半离散和全离散两种情形的最佳收敛阶
。

关键词 广义差分法
,

试探函数空间
,

检验函数空间
,

最佳收敛阶

1 引 言

文献 〔1〕从广义 G al e r k in 方法出发
,

提出广义差分法
,

兼有有限元法的精确性与差

分法的计算简单性
.

文 〔2〕将其推广到二阶椭圆边值问题
,

并就试探函数空间为分 片一

次元
,

检验函数空间为分片常数的情形得到与线性有限元相同的收敛阶
.

文 〔 3〕将 其 推

广到抛物型问题
。

本文以热传导方程为模型
,

取试探函数空间为分片二次元
,

检验函数

空间为分片常数
,

导出一种新的广义差分算法
,

并得到与二次有限元相同的收敛阶
.

考虑如下初边值问题
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热传导方程的一种广义差分方法
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2 + 2 9 2 2 1 c 2 ,

a 2 2 = 7 4 9 4 2 a 2 ,
.

a : s = 8 1 3 9 a 2 + 8 1 3 9乙
2 一 1 1 7 0 1 c 2 , a : ` = 8 3 6 1a z 一 1 1 7 0 1 b

2 + 8 1 3 9 c 2 , a : 。 =

` 3 7 5 5 2。 2 一 3 6 2 8 2乙; 书 3 6 2感2 “
, , 。 3 · 7 4 9 42。` , 。 。 4

一
3 6 2 s 2 a 2 一 3 7 5 5 2 0

2 + 3 6 2 5 2。
“ ,

a 3 。 = 一 1 i 7 o l a Z + s 3 6 1 b
2 + s i 3 9 c Z , a “ = z o o s o 6a Z + 5 6 2 5 6西

2 一 1 6 5 0 0 c 忍 , a ` 5 = 一
’

4 6牙4 7 a 2
-

一 4 6 5 4 7乙
“
子5 2 4抓

, ,
’

砚 : 二 5。艺曹。a 么千 1 0 0 5 0 6乙
’ 一 i 6 5 0 0 c , ,

、

l…
|
.

;
!

0 0 0 0

, .止,土
1 0 1

1 1

O
1 0

1



中山大学学报 ( 自然科学版 ) 第 92 卷

不妨设`为孟。的最大边
.

由前面对剖分 T。的假设有
。 , ) 荟护

,
护 ) 粤

。 , .

于是
,

O O

,` ,

调
a : : 一习

了
户全

la
: j { = 2 2 2 e ,

) 2 2 2 a b》 4 4 4 5 。
,

}
a : j ! 二 1 2 7 2 1a 2 一 2 1 0 1 9西“ + 3 z 7 0 5 e 2》 l o 6 s 6 e 2

) 2 1 3 7 25 。
,

a s : 一习 }
a 3 j l = 一 2 1 o 1 9 a 2 + 1 2 7 2 z b2 + 3 1 7 o s c s ) 2 1 3 7 2 5。

,

j
, 汤

当
a 一。 == a o .

》 o或 < o时
,

都可推出
: a 一̀ 一习 }

a ` i } ) 4 7 95 0 ,

和 a 。。 一 习 }
a o s l ) 4 7 0 5。

-

j
户` j 户 。

由G e r s e h g o r i n定理知 A的最小特征值丸) 4 4 4 5口
.

于是由 ( 1 2 )
、

( 1 3 )及引理 2 知 有 a > Q

使
a
(E 。 ,

: 、君。) , a ! E、 I:
再由 ( 2 3 )

,

(一1 )
,

( 9 )便知有常数 C刃 > 0使

会
,,E* .!

。 , 、 + : !}E * !!
。 , 、 ` C ”“ D ’ “ , m二

两边乘尹 t后对 t积分得
,,E。 ,,

。 , 、 ` 一” ,〔 }}E , 。̀ ) }!
。 , 、 + c ”昌

买
· ” ` ,D

3。 }m二`
·〕

据 ( 8 )
,

( 9 )就有

!!
u 一 : 、 !!

。 ,

、 《 !!
e* !}

。 ,
; + l!E o ll

。 ,

,镇 C人
3

{D
, u 】m

a 二 + C 。一刀`〔无
3

lD
, u
( o ) ! 。

。 x

+ ,,
·`。 ,一 ;`。 ,! ,

。 , 。 + ” 3

歹:
·” ` !D

: “ ! m二 d·〕

用引理 1 即得所欲证
。

证毕
。

5 全离散广义差分格式收敛阶估计

在 ( 4 ) 中取 0 = o得广义 C一N 差分格式
·

犷
, 。 , ) + ·

(
·

犷
`
十

, 。 * ) = ( f ( ,二 ,

十 )
, ” 。)

刀h ) = (
u 。 , 刀 h )

,
V v 入。V h

( 1 4 )
书..护

九口0
.

八户吸、赵

`

了.、

才胜.气. ..、

其中口
, 刀用 =

定理 2

含
(一

’ + 一 )
, ·

“ 于 =

合
`一

’ + ·” = · ’ , 。 ·

对广义 C一N差分格式有如下误差估计

I一
:
( ,

。

)一 。

艾}I
。
` c一!: ( o ) 一

:

言一
+ c h ,

{ ID
, :
( o ) ! m · x + ID

, u
( ,

,

)一二
: 二

+ (
{犷

!。
3。 !“二` · )

’
/
’

卜 c ( ` , )
2`
r

}} , ! .:`
· ,

`
/
’ “ 5 ,

此处假设上式右端有意义
。

证明从略
。

若考虑误差的 H :一
模估计

,

则对上述半离散和全离散广义差分格式分别有

}、一
,、,:

+ ·

J:
!
一

。 }: d· ` c ` ,,
·
(。 ,一

。`“ , ,̀
。 + ” 3〔 ,D

3· 。̀ , ,二二

+ : D
昌·

,m二 + `
歹:

. D
3 ` }“ 二` · )于 〕+ ”么 (

买
. D

,
: “ 二 ` · )于 ,:

,

( t
,

)u 吸t , ) 一 韶为
!.:

+ ·

翠
。
,̀ 。一 , ,’

`
于 `:

` , ` c ` ,,
· `。 ,一 ; ,,
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热传导方程的一种广义差分方法 1 3

+ “ 3〔 }D
3· 。̀ ) ! m二 + }D

3·
( ,
。

) ! m二 + `
买

”

}D
3` }m二 d· )十〕

十 、 2

(七
`

,月 一 D

! D
3。 ( ,。 十 、 ) }盆二乙: )于 + (“ , )

2

({:
”

,, 。 }. 、 :

)
于 }

2 ,

`C
,
a > 。 ,

劫一z、 J哆一今1口一口
.

卜

6 数值例子
2,

用广义 C 一N差分法
、

日u 口Zu

一次有限元法
、

二次有限元法求解下列初边值问题

. ` . . 碑山 .~
二

口才

u
} =

口口

口x
+ ( x

,夕)
。 g = ( 0

, 万 ) x ( 0
, 二 )

, t。 ( 0
, 1〕

0 ,
t〔 〔0

u
I t
一 。 == S i n x · s i n , ,

(
x ,

, )
` g

·

精确解为
: = 。 一 “

ist
n
.x

s in ,
.

取直角三角形网格剖分
,

步长为叮 4 ,

时间步长为山 = o
。

00 1

算出 ==t 十时所有节点上近似解的误差 ( 表 1 )
.

由表可见
,

广义差分法的精确性明显优

于一次元
,

而比二次元差些
。

表 1 近 似 解 误 差 时 照

T a b
.

1 C o 位 p a r i s o n f o r t il e e r r o r s o f a P p r o x i tn a t e s o l u t i o n s

广义 C
一

N差分法 一次有限元法 二次有限元法

平 均 误 差

最大绝对误差

0
.
0 05 0 6 4 0

。

0 3 6 3 3 6 0
。

00 0 7 7 0

0
。
0 09 18 7 0

。

0 5 40 2 0 0
。
0 0 15 68
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