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旋转曲面族成为等位面族的判别条件及其应用
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摘 要

本文给出了二维等位曲线族绕对称轴旋转后形成的曲面族成为等位面族的判别条件
,

导

出了求解与此类曲面有关的空间电位分布的简单方法
,

使复杂的三维问题简化为二维问题
。

并就 12 种常用的曲面坐标系坐标曲面族能否成为等位面族进行了判断
.

关镇词 等位
,
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S m yt he 曾经就一族曲面能否构成等位面族的问题建立了一 般 性 的 判 别 条

件
〔 ’ 〕 。

无限长带电直线的等位面为尸族同心圆柱
,

当其截面绕过圆心的轴旋转 时
,

便

得到一族同心球面
。

这族球面可构成等位面族
。

但任意一族等位线绕对称轴旋转时
,

所

形成曲面族并不一定是等位面族
.

本文导出相应的判别条件
,

大大简化了有关等位旋转

曲面场分布的求解
。

1 旋转曲面族成为等位面族的判别条件

若F ( x , 夕 , : ) = C表示一族等位面
,

则每一个常数C对应一个等位面
,

因此可将电位

函数写成 V (
: , 岑 ,

)z 二 f ( C )
。

在无源空间内
,

V满足拉氏方程甲
“
V 二 0

,

求导数可得

甲
ZV 二了j,

(C ) (甲 C )
2 + f

,
(C ) 甲

Z
C = 0

解出

甲
Z
C / (甲 C )

2 = 一 f
,,
( C ) / f

,
(C ) 二价( C ) ( l )

由此可知
,

要尸 (
x , y ,

)z = C成为一族等位面
,

则甲
Z
C (/ V C )

“

仅是 C的函数
。

这就是

S m yt h。作出的重要结论
.

显然
,

参照 式 ( 1 )可写出二维曲线族 F (
x , 穿) “ C成为等 位 线

族的条件为

甲委e / ( 7
T e )

, = 一 f犷( e ) / f f ( c ) = ` ( e ) ( 2 )

当这一族曲线绕 y轴旋转时
,

得到一族曲面 F (护
, , ) 二 c

,

其中
; = 召尹下牙

,

根 据式

( l )
,

该旋转曲面族成为等位面族的条件可写成

(;爹
+

黝([/ 劲
’ +

(舒
一

)+jz :票/〔(器)
’ +

(器)
2

〕
一 “ C ,

因为 F (
x , 夕 )和 F (

: , 万 )具有相同的函数形式
,

既然尸( x , 夕 ) 二 C构成一族等 位 线
,

它
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满足式 ( 2 )
,

那么根据
二和 ; 的对应关系

,

上式可简化为

告器人(畜攀)
` ·

(器)
“

〕
二 “ C ,一 “ c ’ = `工 (C’

( 3 )

式中
,

劝
:

( C )也仅是 C的函数
。

倘若再次利用
x 和 : 的对应关系

,

可以推论 二维 等 位

曲线族尸 (
x , 。 ) = C绕 , 轴旋转所得到的曲面族 F ( 扩无石万厄, ; ) 二 C能否成为等位面 族

,

只需对二维曲线族 F (
二 , 万 )

二 C进行判断
,

其判别条件为

、 .声、 .声月吸户O了厄、J̀、

二
一

豁/〔(器)
“ +

(器)
’

〕
= 。王( c )

如果二维曲线绕 x 轴旋转
,

所得旋转曲面族成为等位面的条件为

合豁/〔(豁)
“ ·

(器)
’

〕
一 ` 1`c ,

将 Sm yt h。的一般判别式 ( 1 )与式 ( 4 )和 ( 5 )对比可见
,

对于这一类对称旋转 曲面

的判别 已大大简化了
,

只需对二维函数求一阶导数
,

这给实际运算带来很大的方便
。

利用推论
,

可以非常方便地求解一大类三维势问题
。

对于一族旋转对称曲面
,

它被
x叩平面所截的曲线族为F (

x , 夕 ) = C
.

倘若所得到的曲线族构成等 位 线 族
,

且 满 足 式

( 4 )或式 ( 5 )
,

则该三维空间的电位问题可化为二维问题来求解
。

如 F ( x
, 梦) 二 C为一族等位线

,

则二维问题的解为V : = f :
(C )

,

设式 ( 4 )成 立
,

则 对

应的旋转曲面 F (
: , 万) “ C表示三维等位面

。

三维势的解V = 厂( C )
,

由式 ( 1 )可得

f` ( e ) 二 通
e 一

J功
` c , d C 二 孟。 一

丁
“ ` c , d c一

丁功
: ` c , d c

( 6 )

其中
,

A为常数
.

同样由式 ( 2 )可得

f : (C ) = , : 。一
了
“ 〔 C , d C

将上式代入式 ( 6 )
,

两边对 C积分得

A r
, , 。 、 一

f砂
, ( e ) d C

f
, , 。 、 , ,

,
、 一 【价

, ( e ) d e .

, 、 。

V “

公Lf
:
( C )

` ”
一

“ “ “
’ `
十

J f` ( c )功
`
( c )

“ 一 ’ 下 `
’ “ ’

一`

d c」
+ ”

川
由此可知

,

欲求满足前面判别条件的三维势分布V ,
只需求出相应二维势 f : ( C )

,

再

利用上式即可
.

给定两个旋转曲面的电位值
,

便可定出式中的常数 AA/
: 和 B

。

2 两个三维场求解的例子

带电导体旋转扁椭球在自由空间的场分布是经典的三维场问题
,

一般是在对应的坐

标系下解拉氏方程
.

如果采用本文的方法
,

问题将

变得非常简单
。

假如椭球的旋转轴为万轴
,

如 图 1

所示
,

则椭球面方程为

(
x Z + : 2

) /古
2 + ; ,

/ ( 古
2 一 ] ) = c ,

式中
,

套“ a/
: .

该椭球 与
x
og 平面相截的椭圆方程为

x Z
/若

z + , 2

/ ( 右
2一 i )

= e Z

( s )

考虑复变函数万 二 。 + j v = a r e 、 i、 ` ( Z /
c
)

,

当 v

取不同值时
,

得到一族共焦椭圆 图 1

x Z

/
e h

艺v + , ,

/ (
e h

Z v 一 1 ) = c Z

( 9 ) F i g
·

在W平面内
, v
等于常数为一族等位线

,

所 以

、、 奉奉
丈丈~~~

。

夕夕夕
飞飞

}}}}} !!!

旋转椭球与 x o y 面相截的椭国

C r o s : s e e t i o n o f a o b l a t e

s p h e r o i d o u x o 了 P l a o e
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在Z 平面内
,

对应的共焦椭圆族也为等位线 族
。

比较式 ( 8 )与 ( 9 )
,

当
。 = A : c h ( a/ 。 )

时
,

二式相 同
.

因此
,

式 ( 8 )给出的椭圆为二维等位线族中的一条
。

对 式 ( 9 )中
。
求

导数并代入式 ( 4 )得
一

工
一

擎厂 粤̀丫
+

(粤、
2

1
一

率工 O X I ` \ O X I \ 0 9 , J C ll U

则满足判别条件 ( 4 )
,

即价
:

(的 = s h 。 c/ h
v ,

所以旋转椭球面族构成一族等位面
,

从

而旋转扁椭球的场分布问题可简化为二维间题
.

由于相应二维问题的解可写成

f : = A
: ” + B :

因此将功
:
(的和 f : (的代入式 ( 7 )

,

便可求出带电导体扁椭球在自由空间的场分 布
.

当选取无穷远点为电位参考点
,

我们得出

V = f (
”
) = ZA a r e t g e ”

其中
, v 二 Im 〔ar 。 s in ( (护7 石

“ + ]’u ) c/ )〕
,

电位 V的表达式与静电场的直接求解的结

果一致
` 2 〕 。

求解自由空间中半无限长细电极的场分布
.

实际上
,

半无限长细电极与
x 。 , 面相截

为
x
> 0的正半轴表征的裂缝

.

图 2给出了变换函数万 = z 专将 z平面的裂缝变换到 万 平

面的下半平面的示意图
。

展开变换函数可得

x = 赵么 一 。 2

g = 2“ U t
Z一 p l 。 n e

_ 以-

-
毒

。
等于常数代表一族等位线

,

因此在 Z平面内

与此对应的曲线也是等位线
.

由上式求出a刃口x 图 2

和口v
/ a ,代入式 ( 5 )得 F i g

·

裂缝到
一

「半平面的变换
2 C o n f o r m a l

:
t r a n s f o r m a t i o n

o f t il e g a P x > 0

言
一

奇([/ 剖
·

喘门
=

知
! `· ’

这便证明了
v
等于常数的曲线族绕

x
轴旋转后得到的曲面族是一族等位面

。

由于相应

的二维势为子
: =
式

。 + B
; ,

由式 ( 7 ) 可直接求出半无限长细电极的电位分布函数为

V = A I n 〔了 x Z + 万2 + : 2 一 x 〕 + B

3 关于坐标曲面族的判断

图 3所示为双极坐标系 ( 省
, 刀 )

,

七和刀分别满足

( x 一 a e o t h 言)
“ + 夕2 = a Z e s e h

艺

省
x Z +

( 万
一 a e t g 叮 )

2 “ a Z e s e 里叮

可以证明
,

将变换函数平 = I n 〔 ( z + j a) / ( Z 一 j。 )〕展开后可得到与上式相同的方程
,

其中若和 11为平的实部和虚部
,

从而证明了上式若等于常数和刀等于常数都可 构 成等 位 线

族
。

当双极坐标绕
x
轴旋转时

,

得到双球坐标系 , 当绕 y轴旋转时
,

便得到环面 坐 标系
,

由上而第一方程可得
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合器([/ 翻
’ ·

(劲习一喜
-

奋剖〔(翻
“ ·

(器
一

)习
= 一

~ 尸
互互

上面二式的右边皆不仅仅是省的函数
,

因此
,

双球坐标系和环面坐标系中省坐标面族

不能成为等位面族
.

同样可证这两个坐标系中
, 刀坐标面族也不能成为等位面 族

.

我 们

对常用的 12 种坐标系进行了分析
,

发现仅有双球坐标和环面坐标系中言和刀坐标面族不能

成为等位面族 ( 椭球坐标系的判别借助其它判断方法
〔 ` 〕 ,

其它不具有 旋转对 称的坐标

面族可由保角变换的方法证明可成为等位面族 )
.

里
叼

,

叮一 2厅

图 3 双 极 坐 标 系

F 19
.

3 B i p o l a r e o o r d i n a t e s

4 结 论

从前面的分析我们可以得出以下结论
:

( 1 ) 判断旋转曲面族 F ( 了尹 十 扩
, , )

= C能否成为等位面族可由一般判别式 ( 1 )

进行
,

但运算相当复杂
.

如果 F ( x , 夕 ) = C是等位面族
,

则可利用式 ( 4 )判断
,

使变量

从三维减少到二维
,

求导数从二阶降到一阶
,

运算大大简化了
。

( 2 ) 对于一个旋转对称的三维问题
,

如果对应的二维问题可通过保角变换求得
,

且其等位线方程满足式 ( 4 )或 ( 5 )
,

则三维问题退化为二维问题
,

可由式 ( 7 )方便地求

解
。

( 3 ) 通过分析得知
,

双球坐标和环面坐标系中舀和刀坐标面族不能成为等位面族
,

常用的 12 种坐标系中的其它坐标面能成为等位面族
,

无疑
,
这对正确使用坐标系提供了

可靠的依据
,
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