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摘 要

设 S n (户) 表示 p ( p < z ) 阶星像函数 f ( z ) 二 二 + a n 十 1 2 ” 十 ’ + a 。 + Z z n 干 “ + … 的全体所成的

集
,

木文主要研究定义在 S 。
(川上的积分算子的性质

,

得到的结果推广 了 5
.

5
.

M il l e r

等

人相应的工作
.

关键词 星形函数
,

积分算子

设 ;
为正整数

,

用 N
。

表示在 U 二 笼二 】川 < 1 } 内解析
,

且具有如 下展 式的 全体函

数
:

厂( :
) = : + a 。 十 , : ” 于 ’ + a 。 十 : : ” + “ + … , 之。“

。

没 户 < 1 ,

令

S 。

( p ) = { f
:

j污N
。

且 R e 名乌习> 。
, :

朔
] L Z )

简记 S吉= S
。

( o )
, S 来 = S产

。

本文主要考虑一类积分算子的性质
,

`

已推广 了 5
.

5
.

M ill
e r
等人相应的结果

.

引理 1 设 R > o , 二 (习 二 b声
” 十 b+n

,

尹
十 ’ + … 在 】川 < R 内 解 析 且 二 等 O

。

若 有
: 。 = r 。 e f刀

。
( o <

?
· 。

< R )使

}。 ( z 。

) 卜 rn a x l切 ( z ) !
l引 ar

则存在实数 1n ) l] ,

使 二。。 /

( : 。
) = m 山 ( : 。

)
.

这引理可 由〔 1 〕中的引理 A 得知
。

定理 1 设 p < 1 , a < 1 ,

几< 1 , a 妻 O , 刀身 0 ,

及 口> O
,

且
a + 6 二 口+ 了

。

如果存在

J ) 0 使

R e 丫 + 刀> J 李 R e 下+ 户夕

当 厂。 S
,

(几)
,

9 0 5
。

( a )
,

且

、 .声
`

、口Z

1幼1
了口`、`̀
、a 几+ 1a] ) J 一 R e 丫十 a 一 口+ 刃一 , .

七】下 十 P J

2 ,了J ( R e 丫 + 夕一 J )
+ 】夕+ 2 ( R e 了一 J ) 一 丫】〕

z

F `· , 一

〔宣奋
了

丁:
厂(产 )

· g ( , ) , Z舀

一
山

〕
`

/日

本文 1 9 8 8年 1月 24 日收到
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则 F括
。

(川
,

其中幂函数均取主值
,

以下一样不再说明
.

证明 设 群 = ( 1一 劝
a + ( 1 一的 刃

l) 如果 “ 二 : 尸 o ,

则 F (
“ )三礼

2 ) 如果
a

> 0 或者 刀) 0 ,

则 产> 0
。

记

则 lle N
。 ,

且

为(
·

,一〔(粤 )
“

(卫誓工 )
”

〕
`

/“

R·

箫
> 。 ,

一。
( 3 )

记 G (习 二 夕+ 丫

之丫 +

口 I
’

(吧 )
“ ! 刀

+ 丫一 `

dt, NGIJ 在 U 内解析
,

且 “ “ ’ 二

令 九二 R e 了 + 口一 J
,

及 叮(的
一

粤「三擎典(护
、 R 。 : + 刀一 , 1

.

则 、 > 。 , 。 ( 。 )
= :

,

“ 、 订 L` j 尹

q在 U 内亚纯
,

且

。
毕二i户
儿气名 )

= J 一 口一 R e 丫 + 声 + k q (
z

) +
k二叮

产

(二 )

k q ( :
) 十 J 十 了一 R e 丫

( 4 )

设 q (动
= ( 1 + 切 (的 ) (/ 1 一 。 (劝 )

,

则 甜 在 U 内亚纯
,

且
: = o 点附近

,

有

叨 (
“

) = C
o z 月 + C

。 十 : : ” + ` + …

如果存在 垂U 使 】。 (动 1) 1 ,

则存在 R > 。 和 }
: 。

} < R < 1 ,

使 四 在 1
: 1< R

i = 1二 (
: 。

) 1= m a x
l叨 (

:
) }

.

由引 理 i 知
:

存在实数
二 ,妻 , , ,

使
: 。二 产

少
。

)
{
引 钊 0z {

内解析
,

且

= ,。二 (
: 。

)
,

记 二 ( : 。

) = e ` e ,

则

i) 当 口= o 或 O 二 2二 ,

则 石。 `

(
: 。

) = ?n ,

由 ( 4 ) 式两边 乘 : 一 : 。

且令
: ~ 价

,

得
一

星些十 1 = 0 矛盾
。

羚Z

11) 当 0 < 6 < 2二日J
一

,

由 ( 4 )式得
:

产R e
“ 。 h 产 ( z 。

)
人( : 。

)
簇 J 一 夕一 R e了 + 召 一

2 ,乙k J

〔 }口+ 川 十 }刀+ 2 ( R e 丫一 J 一
州 〕“ 毛 O

与 ( 3 )式矛盾
。

综合 i) 与 ii )知
: q 在 U 内解析

,

且 R eq (劝 > o ,

二 U
.

于是 G在 U 内没有零点
.

从

二 二 ` _ 、 _ _ 二户 , _ 、 、 、 /刀*
; : 、 , ;。 。 二

_ , :

而 F ( )z 二 成 G (习 〕 “ 在 U 内解析
,

且 F o
N

。 ,

R e
we

宜二擎单
er 一 : +

李R e

户 ( 之少 汀

: G 了
(

:
)

G ( )z
> p ,

肛 U

即 F o S
。

(户)
。

注 1 当 n = 1 , 叮= 。时
,

由定理 1 可得到 〔 2 〕中的定理 1
。

系 1 在定理 1假设下
,

如果 R e了 + 户夕) 。 ,

且

a 几+ 刀a 妻户夕+ a 一口+ 刀
2。 ( 1 一 p )口( R e 丫 + 户口)

〔 l丫+ 吞1+ l口( i 一 Z p ) 一 丫 1〕
匕



6 2 中山大学学报 ( 自然科学版 ) 第 2 8卷

当 厂。 S
,:

(又)
,

系 2

:
(丫 + 夕p )

2 ( 1 一 p )吞

9 0 5
。

( a ) 且 ( 2 )式成立
,

则 F o S
。

( p )
。

在 定理 1 假设 下
,

如 果 一即成了( 斑 1 一 2的 和 喊 + 啊 ) 即 + a 一 口十 刀-

或者 : > ; (卜 2。 ) 和
· “ + : · ) 。夕+

一 “ + ,一形幂夕
“ ,

当 `6 “ ·

(“ ,
,

9 0 5
。

( a )
,

且 ( 2 )式成立
。

则有 F o S
。

( p )
。

注 2 当 n “ 1 时
,

得到 〔 3 〕 中的定 理 4
。

当 刀 “ 1 , a = 口
,

l] = O ,

几“ 户 二 o 时
,

得

到〔 4 〕中的定理 2
。

定理 2 设 a
) O , 刀) O ,

几< 1 , p < 1 , a < 1 ,

口> O ,

且
a + 占二 口十 丫

,

函数必 (习 =

1 + … ,

州习 二 1 十 … ,

在 U 内解析
,

且少 (动献劝 铸 O ,

二 U
。

如果存在常数 J 满足
:

R e丫 + 口> J 妻 。 ,

且在 U 内有

刀p + R e了 + R e
z 必 /

(劝
必 (动

蕊 J簇 a 几+ R e 占一 ( 1 一 a ) l] + R e

: 叻产 (的

叻(动

+

当 了。夕
,

(几)
, 夕。 S

”

( a )
,

且

2。 J (刀+ R e 丫一 J )
引丫 + 口1+ }口+ 2 ( R e丫一 J ) 一 丫 }〕

2

F ( · ’ 一 〔 口+ 了

: 丫中 (习

rz
一 、 1 /刀

J
。

f (宕)
“ g ( ` )

“
功( ` )`己

一 “ 一 `
d `

J

贝,{ F o S
,

(p )
。

证明 设 邵 = ( 1 一 劝
a + ( 1 一 a) 刀 ,

则

l) 如果 a > O或 刃> 0
,

则 群> O
。

令

拼
才了` .孟

、 ..沙口、、口声
, , 、 _ r / 、厂(的 、 I
探又了 / = 升 ! 一— , t

、 、 刁 I 、

g (
: )

Z0

!
é

G (习 = 口+ 了

: 口
+ 下。 (劝 (半)

“ 叻“ ’ Z, ` “ 一 ’
d `

则 l]沼贯
,

G 在 U 内解析
,

一

目 ` ( : ) = 1 + %尹 + …
,

二了
.

令

之一,产`

一Zk = R e 丫 + 刀一 J
,

P ( 二 ) =
z G

/

( z )
G (二 )

之必 ,

必

尹..
.

、1一k

llz
产

(动
人(二 )

二 J 一夕一 R e 了 + 祥 + k P ( : ) +

+ “ e : + “ 一 J

〕
,

贝。

k z P
产

(二 )
k力(

之 ) + J + 丫一 R e 丫

: 必
产

(劝

叻(习

与定理 1一样可知
: F绍

。
(户 )

。

2 ) 如果 a = ;l = o ,

记

P ( :
) 二 ( l + 功 (

: ) ) / ( i 一 。 (
:

) )

则 。 在 U 内亚纯
,

且在 : = o 附近 。 (劝 二 C声
” + C

。 * J

nz
+ ` 十

·

…

i) 如果存在 酥U 使 }切 (乙) }妻 1
,

则 由定理 1 的证明过程和调和函数的最小值原理知
:

、 1 /口
二 l

_
、 _

_
_

「 1 1
, :

~ 。
_ 。 了 。 、

`
’

、 石 ’ 一 石

L币丈万 J
’

从 ’`u刃 e 。 ” 、尸 ,
·

ii) 如果对任何 二 U ,

1功 (劝 }< 1 ,

则尸 (劝 在 U 内解析
,

且 R e

(P 劝 > o
,

二 U
,

从

而 F o S
。

( p )
。
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注 3

系 3

当; : 二 1, 勺二 o ,

得到比〔 2 〕中定理 2 更一般的结论
.

在定理 2 假设下且 刃二 。 ,

舀
, y 都是实数

.

如果存在常数 J满足
:

丫 + 夕夕 J 少 O

户夕十 丫 + R e
: 必 /

(动
必 (习

一
;

/
。 _ , 、 ,

二
_ :
尹 (习

. , , , ; 、 _ _

TT
` 之

`
d ` 二之 八 以

~ 犷 U
一厂 l 、 后

—
门一 二性 t lt l 心 ` 仁 L沪

功( , z )

rJ一

二了了赶J尽! 1
“ 几f ( o ) = 。

,

M ( J )
二

万`
小 〔

爹
m ` n

{
口

一

卜丫

洲必 (习

J

卢+ 了 一 J { ( J > 。 ,
,

且 ,〔 S
· “̀ ,

,

及

J:
、( , )

·
价(` ) `舀一 d `〕

` /刀

则 F o S
。

(户 )
.

引理 2 设 户 < 1 , 尸 (动 二 l + C沪与一在创 内解析
,

且 R e P (习 > 户 ,

二 U
,

则当

}
:

}
二 : < 1 1付

+ ( 2户 一 1 ) 2

1 + ? n

( “ · ” (
· , ( ` 一

件
工,下

” ,

、 .少l刀
O

`l沼
一

,

一

J .土一,自一

镇之石r

m

定理 3 设 p < 1 , 。 < 1 ,

久< 1 , 户。

< 1 , a 。
< 1 , a ) O

, 刀) O ,

夕> O且
a + 6 = 口十 了

.

如果存在 J ) 0 使

R e 丫 + 刀> J歹 R e 丫
一

卜川
,

当 厂
。 S

。

(几)
, g ` S

。

( a )
,

且

以 + 胆 ) J 一 R e 了 + a 一口+ 勺一
2 , ,

J ( R e 了
一

卜夕一 J )

引丫 十口} 十 ,刀+ 2 ( R e 了一 J )一 了 {〕
么

人。 S
。

(
a 。

)
,

及

F (动
= [缸 {:

, ( /)
· 。 (艺i
一

d亡

〕
“ 口

少ha 址
。 s

;,

( 。
。

)
,

此处
, 。
为下列方程的最小正恨

:

i ) 当 R e 了乡 0 1{
、

{
·

,

2 ) 当 R e 了< o 时
,

口
,

(
,

) 二口( 1 一 户。

) 一 2〔口( 1 一 户 ) + R e 了 ( 1 一 a 。
) + } I n l 了 } ( 1 一 a 。

)
r ” 〕

一 〔口( 2夕一 i ) 一 户
。
口+ 2 R e 了 ( 1 一 a 。

)〕
, 2” = o ,

Q
:

(
:

)三口( 1 一 夕。

) 一 2〔口( 1 一 p ) 一 R e 丫( 1 一 a 。

) + 1I m下】( 1 一 a 。

) 〕
, ,

一 〔口( Z p 一 1 ) 一 p 。
召+ Z R 。 了 ( z 一 a 。

)〕
: z陀 = 0

.

证明 记
1 /口

。 (·卜 〔琴
丫

J:
,“ ,

· 。 “ ,· `占
一 ’卜 ’

d艺

〕
则由定卫1( z知 : G o S、 (户 )

,

且

R c
: 刀 产 (动

F (习

二 且 e
: 口` (二 )

.

R (。了
一下二二一万一 屯

~

r _

G (习 澎

l泛e 丫
J 、 乞

一

下~
匕 一

`
(

:

(
:

)

· `

协
m 汀

探护
由引理 3 知 :

当 1川 = :
< 1 时
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_ 。 : : , 。: ) 、 _

(
入 c l

几

石 ,

不
.

一 尸 0
1少 `

(

口
,

(
: )

口( 1 一严 )
’

口
:

( : )

吞( 1 一 : 么 ,`

)
,

当 R e 丫) 0 日寸
,

当 R e 丫< O 时
。

由于 口
,

( o ) = Q
:

( 0 )
= 口( 1 一 p 。

)
,

且 口
,

( 1 )
= 一 4 R e 丫 (一

a 。

) 一 ! I m 了】( z 一 a 。

)和 Q
:

( l ) =

一 2 l l m 丫 ] ( 1 一 a 。

)知
:

方程 口
:

(
r

)
= o 与 Q

:

(
;〕 二 o 在 ( o , 1〕 内有根

,

记 其 最小 正根为
?

,

。 ,

则当 1引 < r 。 时

R e

: F /

( : )
F (习

> O

即 I F (
,、 :

)
。 s

。

( 。
。

)
.

T 0

注 4 从定理 3 立即可推出〔 3 〕中的定理 2 与定理 3 ,

且比它们更一般化
.
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