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摘 要

本文放宽对 “ 域族 ( 了 ( V ) ) v 。
毋 的条件

,

讨论了随机点和可见点的若 干性质
,

提出了 a 可见点和绝不可见点的概念
,

引进了稀疏集的可见支集的概念
,

证明了点过程群 的

负荷集的可见支集就是〔 2 〕中的 a (“ )
“ .

关键词
a 可见点

,

绝不可见点
,

可见支集
,

点过程

在研究一般空间上的点过程时
,

H o e v e n 〔 1 , 2 〕提出的点过程产生的外 a 域族上

的可见性理论是有用的
.

本文指出
,

随机点和可见点的概念可以对满足较宽条件的 a 域

族引进
,

并讨论了它们的若干性质
.

本文内还提出了 u 可见点和绝不可见点的概念
,

讨

论了随机点的分解 , 在 ( 2 ) 的假设下
,

引进了稀疏集的可见支集的概念
,

证 明 了点过

程 拌的负荷集的可见支集就是 ( 2 ) 中的 以川
“ .

l 随机点和可见点的若干性质

设 (口
,

丫
,

P ) 为完备概率空间
,

N 为了中 P 零集全体
。

(U
,

多 ) 为可测空间
,
刁

为 U外一点
.

给 定丫的一个子 a 域族 (了 (V) )价多满足下述条件
:

i ) 当 V
,

W
。
多

,
V =C W 时

,

有了 ( V ) 〕 了 (W ) ; 11) 了 ( U )二N
.

例如
,

( 1 , 2 ) 中由点过程产生的外 a 域族就满足上述条件
.

记 了 = 多 (价)
。

定义 1 称了可测映射 R : g一 U U {」} 为随 机 点
.

称 〔R 〕 = { (。
, u

) }
u = R (。 )

。 U }

为 R 的图
。

对随机点 左
,

定义

了 ( R ) == a {F n ( R
o
7 ) } F 。

了 ( V )
,

V。
毋 }

,

称为R的外 a 域
,

这里约定 (R。句 二 ( R “ 刃
。

定理 1 设 R 为随机点
,

则

1 ) R 为了 ( R )可测 , 2 ) 若 A。了
,

则 A 门( R
= 乙)

。
了 ( R )

.

证明是显然的
。

定 义 2 设 R 为 犯` U U {乙} 的 一 个 映 射
,

A c 甜
.

令 R A
(。 ) = R (。 )

,

当 。 。 A ,

R ,
(山 ) = 刁

,

当 。 。 A C。

称 R ,
为 R 到 A 上的局限

。

定理 2 设 R 为随机点
,

A。
了

,

则 1) R A
也是随机点 ; 2 ) A 自了 ( R

刀
)

= A n了 (刃
,

特别 ( R = 刁) 自了 = (R = 乙) 自了 ( R ) ; 3 ) A
c

自了 ( R
,
) 二 A

C

自了二

证明从略
。

本文 198 9年 9月 19 日收到
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,

绝不可见点和可见支集

定义 3 随机过程是指实值了 x 多可测函数 X : 甜 x U ` ( 一 OO
,

co )
,

即X :
(。

,

u) .--

X
“

(时
。

对一切 。 e g
,

令 X
刁

(司 二 。
.

若 X 为一随机过程
,

R 为一随机点
,

则凡 定义为

凡 (。 ) = X : (。 )
(。 )

。

定义 4 令了 二 川 F x 州 V 。
多

, F 。
了 ( V ) }

,

称为可见 a域
.

矛中集合称为可见集
。

关于了可测的随机过程称为可见过程
.

随机点 Z称为可见点
,

若〔Z〕是可见集
。

定理 3 设 R 为随机点
,

用 厂
:
(。 ) = (。

,
R (。 ) ) 定义 g * 甜 x

(U U {乙} )的映射 f :
,

贝叮, (* ) = r; ,
(二 )

.

此夕卜有 r梦
`
( , ) = 二 ( , n〔* 〕 )

,

凡 , 。
, x ,

,

这里 二 表示。 、 。到

g 的投影算子
。

这是 〔 2 〕的引理 5
.

3
.

1 ,

但注意
,

其证明没有用到 U 为局部紧有可数基的 H a
su

-

do
r ff 空间 及 (了 ( V ) ) v

e
毋 由点过程产生

·

本节中凡引用 〔 2 〕中结果均 注意此点
,

不

再一一说明
.

定理 4 设 R 为一随机点
,

则对任何可见过程 X
,

X *
为 了 (R )可测

.

反之
,

设古为

一了 ( R )可测实值函数
,

则存在一可见过程 X
,

使得 X
*
I ( ; 。 。 ) 二扛

《 ; 。 。 , 。

证明 前半部分用 ( 2 ) 定理 5
.

3
.

5后的注 1
。

后半部分由本文定理 3和复合函数定

理即可得
。

定理 5 2 ) 设 R 为随机点
,

Z 为 可 见 点
,

则 了 ( z ) 门 ( Z == R o U )=c 了 (R )
,

特 别

( Z = R o U )
。
了 ( R ) ,

2 ) 设 R 为随机点
,

A e
了

。

若 R ,
为可见点

,

则 A
。
了 ( R ) ;

3) 设 z 为可见点
,

F 。
了 ( z )

,

则 Z
;

为可见点 ,

4 ) 设 Z 为可见点
,

Y 为了 ( Z ) x 毋可测过程
,

则 Y l 〔: ,
为可见过程

。

证明 l) 和 3 ) 分别见 ( 2 ) 中引理 5
.

3
.

3和 5
.

3
.

.2

2 ) 令 X = 八 ` 。 ,

则 X 为可见过程
·

由定理 4 ,

几
: ( 。 。 = X ` 为 了 (R

,
) 可 测

,

即 A门 ( R
o U )

。
了 (R

,
)

,

再用定 理 2 得 A 门 (R
o U )

。
了 (

·

R )
。

但 由 定 理 l ,

A 门 (R = 乙)。

了 ( R )
,

因此 A。
了 ( R )

。

4 ) 只要考虑 Y 二 I ,
` 。 ,

A 。
了 ( Z )

,
V。
牙 的情形

,

这时由 3 )
,

{ (。
, u

) 】Y l c : , = 1 } =

( A x u )自〔Z〕自 ( g x V )
。矛

,

故 Y l 。 z 〕
为可见过程

-

下面两个定理的证明与 ( 3 〕定理 4
.

32 和 4
.

33 类似
,

故从略
。

定理 6 设 A 为一可见集
,

且含于一列可见点图的并
,

则 A是一列可见点图的并
。

定理 了 设 A 为一列随机点 ( 相应地
,

可见点 ) 图的并
,

则存在一列随机点 ( 相应

地
,

可见点 ) (R
。

)
,

使当
n ` m 时 , 〔R

n

〕自〔R二〕 = 叻
,

且 A “

习〔R
n

〕
·

2 0 可见点和绝不可见点
本节的概念和结果受到 R

十

上可及时和绝不可及时概念和结果的启发
〔 3〕 。

定义 5 设 T 为随机点
。

称 T 为 a 可见点
,

若存在一列可见点 ( T ft)
,

使得〔T 〕a 。

.s

含于 U〔T
”
〕 中

,

或等价地 p ( U 〔T
, = T o U 〕 ) = p ( T

o U )
。

称 T 为绝不可见点
,

若对一切

可见点 S
,

〔T 〕 n 〔S〕为不足道集
,

或等价地
,

P ( T = 决 U ) = .0

显然
,

可见点为 a 可见点 , 既 a 可见又绝不可见的随机点
a 。

:
。

等于人
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定理 8 设 T 为 a 可见点 (相应地
,

绝不可见点 )
,

则对一切 A。
了

,
T ,
为 a 可见

点 ( 相应地
,

绝不可见点 )
。

证明是显然的
。

定理 9 设 A 为一列 a 可见点 ( 相应地
,

绝不可见点 ) 图的并
,

则存在一列
a
可见

点 ( 相应地
,

绝不可见点 ) (R刀
,

使当
” 子 m 时

,

〔R
,

〕 n 〔R 二〕 · 叻
,

且 A ·

导〔夕
”
〕

·

证明类似于定理 了
.

定理 10 设 R 为一随机点
,

则存在 A c ( R
o U )

,
A〔
了 ( R )

,

使得 R ,
为 a 可 见点

,

R厂为绝不可见点
。

这样的集合 A 本质上是唯一确定的
。

证明 令扩为了 (R )中形如目( z
。 · 及 U 〕的集合全体

,

其中 ( z
。

)为一列可见点
·

护

显然对可列并运算封闭
,

故存在 A `
尹

,

使 A 二 se s . s u p 梁 (〔 3 〕定理 1
.

23 的 注 )
.

易知

R ,
为 a 可见点

,
R厂 为绝不可见点

.

A 的唯一性不难验证
.

定理 ” 设 R为随机点
,

则 R为。 可见点
,

当且仅当对一切绝不可见点 T
,

有 P (R 二

T o U ) 二 0
。

证明 必要性显然
。

往证充分性
,

用定理 10
,

设 R ,
为 a可见点

, R了为绝不可见点
,

由假设 p ( R厂 二 R o U ) = 。 ,

故 R子 二 乙 a . : . ,

从而 R = R , a . : . ,

R 为 。 可见点
.

3 稀疏集及其可见支集

定义 6 若 A 。
了 X 多

,

则称 A 为随机集
.

称随机集 A为稀疏集
,

若存在一列随机

点 ( R
”

)
,

使得 A 二 U〔R
。
〕 ( 由定理 7 ,

’

可取 ( R
。

)使它们的图两两不交 )
.

若上述 ( R
。

)都

是 a 可见点 ( 相应地
,

绝不可见点 )
,

则称 A 为 a 可见集 ( 相应地
,

绝不可见 集 )
.

这个定义受到 g x R
十

上稀疏集定义的启发
〔 ` , “ 〕 .

但注意 当 U = R
十

时
,

这里的稀疏

集定义与 〔 4 , 5 〕并不一致
。

引理 1 1) 可列个稀疏集的并是稀疏集
;

证明 l) 为显然
.

往证 2 )
.

设 A = U 〔R们
,

2 ) 两个稀疏集的差是稀疏集
.

B = U 〔S
。 〕 ,

其 中 ( R
。

)
,

( S
n

) 为两列随

机点
·

令 D一 p (天
·
笋 “ `

)
“
了

,

则 A \ ”
“

导〔 (
“ ·

)。
。 〕为稀疏集

·

引理 2 设 A为稀疏集
,

且含于一列 a可见点图的并
,

则 A是一列 口 可见点图的并
。

证明 设 A C U 〔Z们
,

其中 ( z
。

) 为一列 口可见点
.

由定义 6 及定理 10 得

A
=
( U〔S

。
〕) U ( U〔T

。 〕)仁 U〔Z
。
〕

,

其中 s(
。
)为一列 叮 可见点

,

( T
。

) 为一列绝不 可见点
·

将此式两边与 目(T
” 〕作交

,

由定

理 11 得 U 〔T们 = 价
,

故 A “ U〔nS 〕
。

证毕
。

从现在开始
,

与在 〔 2 ) 中那样
,

设 U和 K 都是局部紧有可数基的 H
a o s d 。 汀 f 空间

,

男和了分别是 U和 K中的 B O r e l “ 域
, “ 是 U X K 上一个固定的随机点过程

,

(了 (V ) )人毋

是 召产生的 外
a
域 族

.

令以
·

) “ 以
·

X K )
,

若
。

( 。 )
二
夸
。
( u{ } )

.

其余未加 说明 的术语

和记号
,

均按 〔 2 〕
。
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:a 可见点

,

绝不可见点和可见支集

定理 12 设 A 为稀疏集
,

则存在唯一的可见稀疏集牙
,

使得 1) A \ 江为绝不 可见

集 , 2) 若 Z 为可见点
,

且 〔z 〕自A 二 功
,

则 〔 z 〕自江二 功
.

称 河为 月的可见支集
。

证明 由定义 6 和定理 1 0
,

存在一列可见点 ( z
,

)
,

使得

姓二 ( U 〔刀孟〕) U ( U 〔z
n 〕)

,

其中璐 为 刀
。

的绝不可见部分
.

今
一

B
。 一 e s : .

i o f {尸
。
了 ( Z

。

) 1刀 , {。 ! (
。 、 ,

Z
。

( 。 ) )
。月 } }

,

则 B
、 。
了 ( z

,

)
,

由定理 5 ,

( z
。

)
。 ,:

仍为可见氛 今江一

异〔 (z
·

)
, 。 〕

,

则 还为可见稀疏集
,

且 遴江
二

写〔矶 〕为绝 不 可 见

集
.

设 z 为可见点
,

且 〔z 〕门A = 功
.

贝11由定理 5 和 1 ,

( z 二 z
, :

)
。
了 ( z

。

)
,

而 ( z = z 、
) n

{。 { (
。 ) ,

z
。

(
。 )
) )

` 月 } 二 动
,

因此 ( z == Z
”

)
叮

O B
。 ,

( Z = z
。

) 自B 。 = 。 ,

所以 〔z 〕自万一 功
.

泣

最后证 万的唯一性
.

设可见稀疏集 A 产也满足 l) 和 2 )
.

若万\ 刀
声

非不足 道
,

则由可

见截口定理
〔 ’ 〕 ,

存在可见点 z
,

使得 〔z 〕=c 又\ A 尸
,

〔Z 〕非不足道
.

由于 〔Z 〕 n A 尹 = 功
,

A \ A
’

为绝不可见集
,

因此〔Z 〕 n A = 功
,

从而 〔Z 〕 n 又 = 功
,

这与〔幻二万\ A
声 及 〔 z 〕 非不

足道矛盾
,

故 又\ A
尹
为不足道集

.

同理可证 A 产
\又为不足道集

,

因此 还 = A 尹 .

推论 设 A 为稀疏集
,

又为其可见支集
,

则 l) A 为绝不可见集等价于又二办

2 ) A 为可见集等价于 A = 河
.

且这时 A 可表为两两不交的可见点图的可列 并
; 3 ) A 为

a
可见集等价于 A二又

.

且这时 A 可表为两两不交的 口 可见点图的可列并
.

证明 l) 为显然
.

2 ) 中的等 价关 系为显然
,

后一结论可由定理 12 的证明和定理 7

得到
。

3 )的证明是类似的
。

定理 13 则 U J
。

是 U A
。

的可见支集
.

证明

注

设 (月
。

)为一列稀疏集
,

又
:

为月
。

的可见支集
,

不难直接验证 U 又
。
满足可见 支集的定义

.

显然
,

定理 12
.

推论和 定理 1 3只要在 (了 ( V) )价多 使可见截口定理成立的条件

下就能成立
,

而不一定要满足 〔 2 ) 中假设
.

引理 3 设 户为 U ( 相应地
,

U 、 K ) 上了可测的随机测度
,

则 p 的负荷集A (司
=

{ (。
, :

) ! p
“

( 。 )子 。 }为稀疏集
.

这是 〔 2 ) 引理 5
.

4
.

」的推广
,

证明从略
。

定理 14 设 川 和 梦 分别是 产和 省的可见对偶投影
,

则 产 的负 荷 集 A (川 = { (。
,

。
) } 言

“

(。 ) = 1 }的可见支集江(召) = { ( 。
, :

) ! 省么 ( 。 ) 铸 。 }
.

证明 令 J = { (。
, :

) 澹孟 ( 。 ) 、 。 }
.

若 八河( ; ) 非不足道
,

则存在 图非 不足道的

可见点 z ,

使得 〔 z 〕二 J \河(川
。

由 〔 2 〕定理 5
.

5
.

.2

电

、护了、
,

/

若
Z

( Z ) = E (言( Z ) 1了 ( Z ) )
, a . 5 .

而由〔Z 〕门 (刃伽 ) \万伽 ) ) 二 价及〔z 〕` 江伽 )
“
知〔z 〕门A伽 ) 二 功

,

即 占( z ) 二
一

0
.

式得 梦 ( Z ) = 。 ,

即 〔z 〕门 J = 叻
.

这与 〔z 〕仁八取对及〔幻非不足道矛盾
.

( 1

故由 ( l

若 又(川 \ J 非不足道
,

则存在图非不足道 的 可 见 点 z
,

使 得 〔Z 〕二 又(对 \ J
.

由

专
z

(Z )
= o 及 ( z )式得 E若( Z ) 二 o ,

故 占( Z ) = o , a . s .

即〔Z〕自A伽 ) = 价
,

由可 见 支集定
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义
,

〔 Z〕自还(升) = 叻
,

这与 〔z 〕=c 还(拼) \ J 及〔z 〕非不足道矛盾
-

注

实上就是
可见集

。

不难验证 河( , ) 满足 〔 2 〕定理 6
.

2
.

1 中 a c = a ( , )
c

的条件
,

即 〔 2 〕中的 a C

事

升的负荷集的可见支集
.

而 ( 2 ) 中的条件 ( a) 成立意味着 拼 的负荷 集 为绝不

Z 、 Z 、

定理 1 5 L (产) 二 { ( 。
, u

) ! 言蕊 (。 ) = 1 }是包含在 A (群) = { (。
, : `

) }若
。

( 。 ) = i } 中 的最

大可见集
。

证明 若可见点 Z 使〔z 〕二 (L 川
,

则 E氛 )Z 二 E梦 ( )Z
=

到 eZ U )
。

由 。簇言( )Z ( 1 可

知在 ( Z
o U )上 言( Z ) = i ,

即〔Z 〕二 A (召)
.

故 L伽 )仁 A (拌)
.

设可见集 H c A (川
,

往证 H 〔 侧川
。

设若不然
,

H \斌川 非不足道
,

则 存 在可见

点 Z
,

使〔Z〕=c H \ L (拌 )
,

〔Z〕非不足道
.

但由 H 〔 A (产 ) 及 ( 1 ) 式得 若
Z
( Z ) = I 《 z e 。 ) ,

即

〔Z〕=c L伽 )
,

这与 〔Z〕仁 H \ 石(拜)及〔Z 〕非不足道矛盾
。

故 H 仁 L (升)
,

即 L (拼) 是 包 含在

A (川中的最大可见集
。

注 不难验证以川满足 〔 2 〕定理 6
.

1
.

1中习
“

的条件
,

即 〔 2 〕中的名
“

事 实 上就

是包含在 声的负荷集中的最大可见集
。
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