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比斜法有理样条插值
’

黎 罗 罗

( 计算机科学系 )

摘 要

本文给出了比斜法有理样条的构造
、

误差分析和数值试验例子
.

关键词 有理二次样条
,

保形插值

1 引 言

设有区间〔 a ,

幻的一个分划
:

刁: a = x o

<
x ,

< … < x 。 = b ( 1 )

及数据

( x
。 ,

夕。

)
,

( x
, , 召:

)
, … ,

( x
。 , 参。

) ( 2 )

对 i = 1
,

2
,

…
, n 记占i = 夕: 一 夕卜 , ,

h ` 二 x i 一 x ` 一 工 , : 、 二 占̀ / h、
.

不失一般性
,

保形插值的提法是
:

设数据 ( 2 )满足条件

0 < 几 < 几< … <
: 。

( 3 )

欲求函数 S ( x )
` C

,

〔a ,

b〕 满足 S (
x ` )

= 夕` ( i = o , 1 , … , n
) 且在〔 a ,

b〕上 保持单 调性及

乃性
。

物理
、

化学实验数据往往在某个局部呈有理多项式曲线 ( 例如双曲线 ) 状的走向
,

在奇点附近数据陡升 ( 降 )
.

对这类数据
,

通 常的三次样条插值常产生多余拐 点 及 振

荡
,

而采用有理样条则比较合理
.

本文考虑有理二次样条
.

一般地
,

关于数据 ( 2 ) 的插值有理二次样条可分段表为

S (
x
) = 夕 、 _ : + : s无i t + ( m i _ , 一 : i )人i , ( 1 一 t ) / ( 1 + : ` , )

, x 。 〔x ` 一 : , x i〕 ( 4 )

其中
, 才=

(
x 一 介

一 ,

) ll/ 、
.

控制参数 m i一 1

表示 S 产 (翔
_ ; + )

, 介之 0
.

关于有理二次样条S ( x)

有如下基本事实
。

命题 1 5 (
x
)
。 C

, 〔a ,

b〕 当且仅当

( m i 一 : i ) ( 1 十
: 、

)
二 : i 一 m i _ l ,

i = z , 2
,

… , , 2 一 z ( 5 )

这又当且仅当在每一子区间〔介
_ l ,

ix 〕 :
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优卜 1 二 水1’ 二 O

(二、 一 ;
/介

,

m i/ 几 )
。M

若介 二 O

若介子 O
( 6 )

其中
,

M = { (省卿 )
。 R

么: o < m i n
仿

,

刃} < 1 < m a x 信
, 刀} } 日 { ( 1

, 1 ) }
.

式 ( 5 )表明
,

对于 C ’
光滑的有理二次插值样条

,

也可用节点处的导数为控制参数
,

以乍总设 s ( x ) 。e
, 〔。

,
西〕

.

命题 2 s( 幼在 〔xl’
一 : ,

为〕单调
、

无拐点的充分必要条件是 ( 6 )
.

命题 3 设数据 ( 2 )满足条件介 > o

( i ) S ( x) 在 〔xj’
_ , ,

心〕
、

严格单调且下凸的充分必要条件是
` ·

l几
一

_

(价
二
了

` *尹汀
公` )

“ M , = { (言
,

时叔
2 , o 蕊言< 1 < 补

;

( 1 1) 5 ( x) 在 〔介
一 , ,

翔〕严格单调且上凸的充分必要条件是
一

口
气 .

(m 、 一 工/
公 ` ,

断 / `
;
)
`M : = { (言

,
: )叔

2 : 0 ( : < 1 < 看}
.

命题 2 及 3 的证明用到 S ( x) 在 〔x ` 一 工 , x 、〕二阶导数的表达式

5 1,
(
x
) = 一 2 ( m

: 一 1 一 二 ; ) ( 1 + : 、 ) /〔儿、 ( 1 + : 、 t )
“〕 ( 7 )

、

以及 S ,,( x )在 〔 x i一 : ,

构〕的单调性与保号性
.

有理二次样条用于保形插值的文献可参考〔 1 〕一 〔 4 〕
.

文 〔 5 〕提出一种构造分片三

次局部
1 一

样条的比斜法
,

这种
: 一

样条在条件

o < ( h * + h`
+ ,

) / h: < 3 ( 8 )

下保持数据内蕴的单调性与凸性
.

易子实现
,

适用于陡升 (降 )数据
.

本文提出的比斜法

有理样条插值可不受 ( 8 )的限制
.

2 比斜法有理样条插值

用〔言
, ”〕夕表示函数 g的差商

:
( g (刀) 一 g (省) ) / (刀一言)

.

当〔x `一 : , x 、〕g 祷 。时
,

〔x `一 : , x `一 ,〕夕
·

〔x i一 : , x 、〕夕 /〔x `一 : , x *〕夕

可看作是差商〔ix
一 , ,

介〕g 受到比斜因子 〔翔
_ : ,

勺
_ ,〕 g /

下式

( 9 )

〔介
一 。 ,

介〕g 的校正
。

当 g 是 有理函

数叭幻 = a + 盯 ( x 十
,
)

, ? 。〔介
一 。 ,

翔〕时
,

式 ( g )恰能精确表 示 g 了
( x 、 一 l

)
.

基 于 此
,

当

数据 ( 2 ) 满足条件 ( 3 ) 时
,

建议用比斜校正作为有理二次插值样条 ( 4 ) 的控制参

数
。

即令

沈 i 一 , 二 了、 : i一 ;

( h`
一 ; + h、 ) / (占卜

: + 6、 ) i = 2 , … , :
( 1 0 )

在端点处则采用满足条件

Q ( m 。

<
丁 : , , 。

> 丫。

( 1 1 )

的控制
.

参数
,

例如
,

可用

二。 = T

: (
x : 一 x 。

) / ( ,
: 一 ; 。

) , 二。 = :

二(
` , 一 x 二 一 :

) / ( ;
, 一 ,

n一 :
) ( 1 2 )

上述参数 (通过 ( 5 ) )用到 ( 4 )中
,

我们便构造了关于数据 ( 2 )的比斜法有理样条
.

】

命题 4 设数据 ( 2 )符合条件 ( 3 )
,

按比斜法构造有理二次插值样条如上
,

则

( i ) S ( x )。 C , 〔a ,
b〕 ,

( ii ) s( x) 在〔。 ,

的严格单调上升且下凸
.
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证明 为说明结论 ( i )以及S在每一小区间〔勺
一 : ,

介〕严格单调上升且 下 凸
,

只须说
,明 ( m ` _ ,

/
: ` ,

m ` /
: 、 )

。M
, .

由 ( 1 1 )知二
0

/
: ;

< l , m 。

/
: 。

> 1
.

由 ( 1 0 )及合比不等式可推知

二卜 工

/
: 1

< 1 ( i
= 2

,

…
, n

) ; m i /
: `> i ( f 二 1 , 2 ,

…
, , 一 1 )

于是 (m 卜
,

/
: ` , 二 、 /

: 、 )。 M
,

(公= i , 2 ,

…
, :

)
.

S ( x) 在整个 〔。 ,

的的严格单调 上升
、

下 凸是 因为由 m
。

<
: :

< 二
;

< … < ` < 二
, ,

可证

得 5 1,
在 〔 a 声〕保号 (参看式 ( 7 ) )

。

3 误差分析

本节设 函数 g (
x
)
。 C

“
〔 a ,

占〕
,

严格下 凸且在〔 a ,

b〕上 g 了
(

x
) > 0 ,

对夕 ( x )作分划刁上的

比斜法有理插值样条 S (幻
。

定理 1 若 ( i ) (S x) 的边界控制参数取如 ( 1 2 ) ; ( 1 1) 分划乙满足网比 有界条件
:

h /入(
e o n s t , h = rn a x {人s }

,

h 二 m i n {无̀ }

则有误差估计

}15 一夕 11
, = O ( h

Z + ` /尹 ) ( 1 3 )

其中
f b

二
_

…
_

1!
’

!l夕 = 〔 l
_

、 ( x
) i

·

1, d x 〕
1 ` 尹

户 “

切 ( x) 是〔 a ,

的上的恒正权函数
.

证明 由积分中值定理
,

对 i = 1
,

2
,

… , :
存在价

。 〔ix
一 , ,

介 〕使得

切 ( x
) }S (

x
) 一 g (

x
) }

p d x 二 h、切 (刀、 ) 15 (刀i ) 一 g (叮i ) l刀 ( 1 4 )
勺

一 1

又由
e
(
、
)

: 二 S (
x
) 一夕 ( x )在〔 x i一 ; , x 、〕二次可微

,

且
:
( x i 一 :

) 二
e
(

x i ) 二 o知存在夸i。〔 x i 一 : , x i〕

使得
e
(
二
) = (

x 一 x 、一 ,

) (
x 一 x ` )

。 ,,

(若i ) / 2

J 汇 之
m 、 一 ,

z
: ` 一 1

,

; 、 一 7n 、 /
: ; 一 1

,

。

:一
。 `

(
x ` )

, 。
落
二 。 I/

(
x ` )

,

则有

一 (
a s + 口i ) /口s

。 ,
(

x
) 二 2 : ` a

: z
〔无、夕* ( 1 + : 、` )

3〕 一 g “
( x )

( 1 5 )

( 1 6 )

其中 t二 (
x 一 x `一 ,

) ll/ i
。

另外
,

由 ( 10 )并用 T a y l or 展开方法
,

得

a 、

一
。
:’-

、
h、 / ( 2。 :

一 ,

) + O ( h
么

)
== 一 。

)“
、 / ( 2。 : )

+ O ( h
“

)
,

( ` = 2 ,

…
, n

) ( 1 7 )

。* · 。
:’-

: h` / ( 2 。 :
一 ,

) + O ( h
Z

)
= 。
犷
h、 / ( 2 9

: )
+ O ( h

Z

)
,

( `二 1 , 2 ,

…
,

卜 1 ) ( 1 5 )

于是
,

对于劣。 〔 x 。 , x , 〕
,

t = ( x 一 x 。

) / h
, ,

有

5 1,
( x ) 二 2 ( m

。 一 : ,

)
2

/〔几
;

(
。 2 , 一 : ,

) ( 1 + : : t )
3〕 ( 1 9 )

由 ( 1 2 )知
, a ; 二 m o/ ` : 一 1 二 m 工

/
: : 一 1 二几

,

故在条 件 ( 11) 之下
,

根 据 ( 17 )
、

( 18 ) 可推知

5 1,
(
x
)在 区间〔x 。 , x ,

〕有界
,

从而
e l,

(
x
)在 〔x 。 , x ,

〕有界
.

这样
,

当 i = 1时
,

( 1 4 )右端 有 估

计
:

h o (人
2刀 )

。
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同理
,

i = n时
,

( 1 4 )右端有估计
:

h o ( h
Z p )

.

对于
x 。〔x i 一 , , x i〕 ,

i 二 2 , … , : 一 1 ,

由

.` l’
(
x ) }毛 12

: ` a

:
一 i} `刀` ( ` + : “ )

3 0 1,
(
x
) J/ ! ”`尽` I

。 11
(
x ) 一 。

:’--
; + 0 ( h )

`、 .产、 、.产八é11勺自9曰
J了.、
J

里了弓、

连同 ( 1 5 )
、

( 17 )
、

( 1 8 )整理后
,

可知 在 〔x i 一 工 , x i 〕有 I
e l,

(
x
) l

二 O (人)
,

从 而对

n 一 1 ,

式 ( 1 4 )右端有估计
:

h o ( h
3夕 )

.

最后由 11
·

}}p的定义得到 ( 1 3 )
.

证毕
.

定理 2 将定理 1 的条件 ( ii )改为等距分划则有误差估计

!}S 一 夕】1尹 = 0 ( h
3
)

证明 这时
,

由 ( 1 7 )
、

( 1 8 )可知

: , = 一
(

a , + 口
;

) /口
: 二 一 (

a Z + 口
,

) /口
, 二 O (人)

对 x 。〔x 。 , x ,

〕有
:

}
。 l,

(
x
) }延 } 2

: ; a

:
一 丙刀

:

( 1 + : , ` )
3

( 。 :’
+ O ( h ) ) I/ r“口

,

I

由 ( 1 7 )
、

( 2 8 )及 ( 2 1 )知在〔x o , x , 〕有 }
c “

(
x
)卜 O ( h )

,

所 以对 i = 1 ,

式 ( 1 4 )右端有 估计
:

入O ( h
3夕 )

。

同理
,

对 i = : ,

式 ( 14 )右端有估计
:

h o ( h
3 p

)
.

其余同定理 1
.

最后 由!1
·

!lp的定义得 ( 2。 )
.

证毕
.

定理 3 将定理 1 中条件 ( i)
、

( ii )改为
:

S ( x) 边界控制参数。 。 , 二 。

符合

口 ,
(

a
)簇二 o

<
: ,

( 2 2 )

夕 ,
(乙) (

, , , ,

( 2 3 )

则有误差估计

{15
一 口 }},

= O ( h
Z+ “ p ) ( 2 4 )

证明 对于
x 。 〔 x 。 , x , 〕

,

由 ( 1 9 )
、

( 2 2 ) 及 : ; = g

:
+ g

丁“
:

2 2 + O ( h
Z

) 可 推 知 S I’
(
x
) 在

〔x 。 , x ,〕有界
,

从而
。 “

(
x
)有界

.

同理
,

可推知S “
( x)

,

从而
。 “

( x) 在〔x 。 一 , , 义 。 〕有界
.

其余同定理 1
.

故最后可得 ( 2 4 )
.

证毕
.

注 1 在上述定理中
,

网比有界可减弱为 h
:

/人
: ,

l/洲乃
,: 一 1

有界 , 等距分划 可 减 弱为

儿
z = 人

: ,
儿
。 一 1二 h

。 .

注 2 对于数据 ( 2 )的下列情形 (见表 1 )
,

比斜法有理样条插值的构造与性质 以及

误差分析的讨论是类似的
.

除边界外
,

J当 }ljJ参数取如 ( 1。 )
.
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表 1

T a b
.

1

数据的其它情形

0 t h e r e a s e s o f d a t a s e t s

1
.

勺 > 几 > … > T ” > O

边界控制参数

m。
> r l

形一
一

情

一一
数据值严格单调土升

、

上凸 介 > m
”
) o

2
.

勺 <介 < … <翔 < o m。
<勺

数据值严格单调下降
、

下凸 了 n
< m 。

( 0

3
.

0 ) r i
) r Z

) … > r o o》 m
i
) r i

数据值严格单调下降
、

上凸 味 > m 。

图Fi

4 数值试验

例 1 模型函数 g (
x
)

= x /
x Z , x 6 〔0

.

1 , 2 〕

如〔5〕
,

只是如下 5 个数据的取法稍有不 同
:

i = 0 1 2 3 4

x ` = 0
。

1 0
.

2 0
.

6 1 2

夕` = 1 0 0 2 5 2
.

7 7 7 7 8 1 0
.

2 5

这组数据属于注 2 中的情形 2
。

边界条件

取精确 值 二。 二

可
= 一 2。。。 , 二 ` 一

g4’ 一
。

.

2 5 ,

插值曲线见图 1
.

在同样边界条件下
,

如用〔 5 〕的卜样条插

值上述数据
,

则 : 一

样条 在 〔二 ; , x :

〕不能保持单

调 ( 原因是 ( 8 )不满足 )
,

相对误差也较大
.

各子区间上最大相对误差的比较见表 2
.

表 2 子区间上最大相对误 差 ( 肠 )

T a b
.

2 M a x i m u m r e l a t i v e
C r r o r S i n s u b i n t e r v a l s

(% )

子区间 〔 x o , x , 〕 〔x l , 工 2〕 〔x Z , x 3〕 〔叉 3 , 工 . 〕

比斜法有理样条

分片三次 r 一

样条

1
。
8 7

9
。
6 7

7
。
0 9 1

。
7 4

1
。

5 0

2
。

2 8

4 4
。

9 4
。

5 7

若给定数据分段符合 ( 3 )或注 2 的要求时
,

可以分段用比斜法作有理样条插值
.

在

各分段端点处依命题 1 ~ 3 的原理选取控制参数
,

往往 也能得到整体具C
`

连续性的拟合

曲线
。
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,

/一

厂。例 2 数据取自A k im a 〔6 。 ,

即
Jsese
.

se
.

.

seseer
.

!印加助

nU工口5
,上110口公= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

X f 二

9 1 =

0 2 3 5 6 8 9 1 1 1 2 14

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
。

5 1 5 5 0 6 0

在〔x 。 , x 7〕
,

〔x 7 , x 。〕
,

〔x 。 , x : ` 〕分别用有

理二次样条插值
,

依次得 曲 线 段 c , ,
c : ,

C , 。

在 朴
、 x 。

处参数 断
、

, 。

应满 足 条 件

二 7
> m a x

{ r : , 丁。 }
, 二 a

< m i n { : 。 , r 。
}

,

以保

持整个曲线的光滑性
。

图 2 显示出取二
: =

36
.

0
,
切 。 = 4

.

0 时所

得曲线的一截
.

它表明在通常认为是 困难的

区间〔x 。 ,

介〕上
,

保形效果是今人满 意 的
.

, 一 一 一一

|l
esl
l
l

|
Jì

刃加加

图 2

F 1 9
.

2
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