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摘 要

研究了含参数 a的分段常数型 ( 1 )或 ( 2 )的自治泛函微分方程 ( . )
.

应 用
“ P 。 主n。二

e

映射
”
和推广的 L i

一

Y or k e定理
,

经过推导得到了泛函方程的周期解
、

振动性和浑沌现象及

其对参数的依赖关系
.

关键词 泛函微分方程
,

周期解
,

振动性
,

浑沌

考虑一维非线性自治泛函微分方程

分( t ) = f (
x

( t 一 i ) )

讨论方程 ( * )的如下两种类型
。

它们均是分段常数型泛函微分方程
.

( * )
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x

) 一

{
_

二霎
0 ( X ( i

x
< O或

x
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一一一奋性了、,夕、 .了.、
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其中 1 (
a 《 2

。

文〔 1 〕中仅讨论
a = 1时出现浑沌的问题

;
本文将研究含参数啪勺满足 ( 1 )或 ( 2 )的

泛函微分方程 ( * )的
“ P io cn ar

e
映射

” 的图貌
,

从而得到泛函微分方程 (
,

)的全部周期

解
、

振动性和浑沌现象的情况
。

令 C为咖 〔一 1 , 0 〕` R连续函数空间
。

定义

。 垒{功。 e : 3 v 。 〔。
, 1〕

,

叻(。 ) 二 劝( 一
。

) 二 。 ; o < 功( , ) < 1
,

当 ,。〔一 i , 一 。 〕 ; 必 ( : ) < o 当 `。 ( 一
。 ,

0 ) }

于是对任
x 。 = 批。 ,

存在满足 ( 1 )或 ( 2 )的泛函微分方程 ( * )的解 : ( : 、 :
)垒

x :

( : )
。 c

,

x 。

(考) 二
x 。 。

记 I垒〔。
,

1〕
,

对函数类必可定义映射
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V
: 必 , I

,
V (叻) = v

且在必 n V
一 `

( )I 上有
“ P io cn ar

e
映射

” P v = x : ,

这里 `
为满足

x :

( t )
。必的第一个正时刻

.

于是
,

对映射

F
: I * I

,

F 。 二 V ( P v )

在必 门V
一 `

( I )上有 V
o

P = F
o

V
,

即

必
`
l
.se甲I卜V

rF一里了J一一VVwe
.中I

ě曰曰必

F 及 F
”
的不动点 F

” 。 = v
对应于满足初始函数类必的泛函微分方程 ( * )的周 期 解

.

其 中
二

表示振动 ( 过零点 ) 次数
。

研究满足初始函数类必的其右端函数厂( x) 为 ( 1 )或 ( 2 )形的泛函微分方程 ( * )的周

期解
、

振动性和浑沌现象
.

通过所定义的映射 V和 F ,

把求方程 (动的周期解
、

振动性及

浑沌问题化为求 F ”
的不动点及其性态问题

。

2 首先研究其右端函数为 ( 1 )的泛函微分方程 ( * )
.

由于沂(
x )为分段常数

,

(动 的解

可表示为
x

( t ) = x
( t。 ) 士

a
( t 一 t。 )

其中才。 ) 0 ,

当 。 ( x( 卜 l) 簇 1 时取正号
,

否则取负号
.

根据方程 ( * )的初始函数类 必

的性质
。

我们有

引理 1 对号<
“ 镇 `

有 F 。 = O ;
, ,

_

1 , 一

处 I
,

几万 夭 V : 〕; 之

乙

八

补 有凡
二 4 口 一 “

·

证明 对导<
· 毛 ` ,

由假设 ` <
。 蕊 2 ,

可以通过逐段 :。进解得

当 0 镇 t镇 1 一 。时
, x

( O = at 簇 1

当 1 一 。
< : 成 1 时

, x
( t ) == Z a

( 1 一 。
) 一

a t

x( 1 ) = a( 1 一 v2 ) < o ,

进一步可求得
:

< 口 ( 1 由于 x( 3 一 v2 ) 二 a( 3 一 4 。
) < O

。

当 1 < t共 3 一 2。时
· , x

( ` ) 二 al 一 Z a 口 .

显然
,

当 t ) 3 一 2洲 J
一

x( )t 二
a( 3 一 4司

是3一4于对

一 a( 卜 3 + 2的 < 0
.

即当 t ) 3 一 2。时 ( * )的解城 )t 不再过零点
.

从而不 存在
x :

( : )
`②

.

于是 F v = O
。

, ,
_

1 ,

入
、

l
,

, 二一 < 、 U
一
艺

由于x( 3 一 2” ) > O ,

存在 t料
= 2。使 x( 户 ”

) 二 。
.

月 ,̀ = 2 ( 1 一 :
) < t“

3ì 4
丈

时亦有
二

(广 ) = 0
.

同时 产
带 一 产= 4。 一 2 < 1 ,

从而气。 (t )
。中

,

于是 F 。 一 4 。 一 2
.

引理 1 得证
.

类似地可得

引理 2 对 1 一
1 一 一 1

—
又

,

V 之乏;
~

二厂一

a 艺
有 F 。 = 2 ( 1 一 工

g

引理 3 对
十

( ` 一

十
,自二

一

十
,

有 F 。 = 2 ( 1 一 卫
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引理 ` 对 。
匀 `
十

“ 一

令
)

,

有 vF
·

(lz
- 1

a

综合上述引理
,

我们得到

定理 1 对含参数 1 ( a
( 2的满足 ( l) 的泛函微分方程 ( * )

,

其初始函数类为必 时有

2 ( 1 一

4 口 一 2

当 ”
匀 `
十

当

令
<

· 、

令
当

令
<

。 、 。

( 3 )

夕̀压协,又少、了口.、

一一UF

这里尸
: I一 I由

“ P io n c a r e
映射

” 尸。 二 xs 。必所确定
: F。 二 V ( P的

,

而 :V 山 , I
,

V (功)
二 。

现在讨论映射 F 的不动点
。

记

i 育
+ 一万

一

而 j 一 ,
p 二 =

乃
.

4
’

2
丫” = 一

厄

由定理 1 容易证得

定理 2 对含参数

始函数类为必时有

1
。

4 ” 丫们 二

2

2 一 口
。

2

2 一 丫月

2

一
3

1 ` a 蕊 2 的右端具分段常数型 ( 1 )的泛函微分方程 ( * )
,

其初

< 口
。

<
。

< 口
。 _ ,

镇 1时
,

F
” 。 = o , F 儿。 年 。 ( 、 二 1 ,

…
, : 一 z )
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。
兰」 刀 二

—
口屯

一 , 厂 口 二 刀

芯

、 ,J、 .2
廿

a
J
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、

犷
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。
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:
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。
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一
.

二
~
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1伏 a 口」分
O

( i )
当 ` 镇瓜

一 <
·

<虱< 一

奋时刀
” + 沉口 二 尸与

, F 寿十助 沪 尸儿u

( 无= 1 ,

…
, 二 ; j 二 1

,

… ,
m 一 l)

( 11)

( 111 )

当 a 二 时
,

厂 ” + `。 = F与
, F 卜 vl 铸 F肠 ( 及

= 1
,

…
, : 一 1 )

3 / 穿 /
_ `

黑 _ 。
, , ;

二 。 二 。 , _ ,
:

白 一艺一火 p ” + `

久
“ 久际簇

乙 叼
一

,

厂
’

`

“ 二 。 ,
r “ 口节 U

( 几二 1
,

…
, n + ,: 一 1 )

口到泛函微分方程 (劫的解
.

对应于 F与 二 时勺方程 ( * )的解城 : + : )
,

其中
x :

( , )。必
,

x 。

( t )
二 V

一 ’

(的 称为
: 一

周期解
。

对应于 F 沉
十

与 = F 爪 。 ,

刃无
十
幼 子 F与 ( 几= 1 ,

…
, 。 : ; j 二 1

,

… , 儿 一 1 ) 的 方 程 ( * )的解
二

( t + :
)

,

其 中
x s

( , )
6②

, x 。

( t ) = V
一 ’

(
。 )

,

称为
,: 次振 动

的 : 周期解
。

而对应于 F 水 。 = o
, 厂场子 。 ( 几= 1

,

…
,

m 一 了 )
:

沟 ( * ) 的解 双 t
一

卜 :
)

,

其 中

xs ( )t 必
, x 。

( , )
= V

一 ’

(的
,

称为 ?n 次振 动 发 散 解
.

于是
,

相应于定理 2 有

定理 2 来 对分段常数型 ( 1) 泛函微分方程 ( * )
,

其初始函数为
x 。

(约
二 V

一 `

(
。 ) 时

,

有

( · , 当
今

< “ 、 和 <禹一 、 1时 ( * 、的解
/· ( , )是

·次振动灼
.

( b ) 当 ” 二 一

于时解
x `

(t )是 ` 一周期解
·
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(
e )

( i )

当 O镇了。
_ ; < 口簇了 nf <令

时
,

依 “
可分

、 瓜
一 <

。 、 孤<
一

争
时 x :

( :

堤 :
次振动的从周 期解

。

( 11)

( 111 )

当 a 二 时 x :

( )t 为
n
次振动 1一周期 解

。

当

令
<蕊

!

` 。 ` 虱镇 2 时` S

“ ,为
· + 爪次振动的发散解

·

依 a
参数分类

,

我们有

定理 3 对含参数 1簇 a ( 2的满足 (

( a) 当 1 ( 丫。 一 :

<
a

< 丫, <

二周期的周期解或发散解
。

1 )的泛函微分方程 ( * )
,

除 1一 周期解 外
,

可得

时方程 ( * )存在经任意指定次数振动 后最 终为
3

一
2

3
t U 声 二刁 a =

—一 2
时方程 ( * )存在任意次振动后最终为 1

一

周期的周期解或发散解
.

(
e

)

推论 1

当 粤
一

<风
十 ,

<
。

<瓜、 2 时方程 ( * )自: 解为任意大于二次振动的发散 解
.

`

对初始函数类必的右端具分段常数型 ( 1 )的泛函微分方程 ( * )
.

如按其 解

过零点次数分类
.

则 a = 丫。是最终为二周期的分 支 点
; a = 口二为不少于二次振动的分 支

ha) 一令
时其解最终为 ` 一周期的

·

但其任意小邻域均存在 阴 为充分大 的分 支 点底

不口瓜
.

推论 2 对任一确定的
。 : `
令 <
令

,

泛函方程 ( * )有两个平衡解一是初始 函数

为
二 。

(t ) 一 、 一 `

(
今

)的周期解
,

它是不稳定的
,

其邻域一边趋于发散
,

一边趋于另一平
4

` r
’

“
’ “

` ’

一
`

~ “ - 一 ” 一 ’
一 ’ 一

” 一
`

一
“ ~ 一

’
一

“

一
J

一
一 ` ’

衡解
。

另一平衡解是由
a
确定的 当丫二

一 ;

< a ( 丫 , 时为脚周期解
.

它是稳定的
,

任何 其他

的对应于初始函数为
/ 。

( , )一 、 一 (
·

)
, 。
匀 <
令

的解均趋于此周期解
。

注 对于 ( 1 )型方程 ( * )
,

由于其 “ P io cn ar e
映射

” 是间断的
,

虽然存在 任 意 次

振动后最终为任意周期的周期解或发散解
,

但却不存在浑沌 ( C h a os ) 现象
.

3 研究右端函数为 ( 2 )的泛函微分方程 ( * )
.

同样
,

在某区间内
,

( * )的解可表 示为
x

( t )
= x

( t。 ) 士口( : 一 t 。 )
,

口= 2 或
a

根据初始函数类。 的性质
。

我们有

引理 5 对一

证明与引理 1

引理 6 对一

象<
。

到 有凡
一 ” ;

对
十。 、

令有凡
= 4 。 一 2

.

相同
,

仅取
a = 2

.

(
”

<
3 、 ”

_

一 二
-

,
.

月 r V = 1 .

朽

曰.二月性

证明

其中
,

x(

逐段递推
,

一一
l
一 、 二 ,

有 当 。 镇 t镇 i 一 刀时
, x

( t )
= Z t
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其中
,

x(

当 1 一 。
( t 簇 z 时

, x
( t ) = 4 ( i 一 v

) 一 Z t

一 2。 ) = 1
,

当 1 、 ` 、 一
蓦
一时

一 , !
( , )一

4。 + 2 :

其中
,

其 中
,

1
X 气

叭

一及一 + 艺U ) =

艺

3 一
」

一 5

当
一

石
~ 之之之 ` 乏泛 石 一 艺口 l卜r

, X L才少= b 一 4 口 一 艺艺
二

) 1

— 乙 `

当一

易
一 2。 毛 ` (

-

当
号

一 十 2 ” 簇 ` 毛

争
+ 2。时

, X
( ,
卜 、 。 一 4 + 2 , 、 2

子
+ 6。时

, x
( ,
卜 2 + : 。 一 2 :

1
x t

~

厄一 一 。 v j = 上 且存在产 = 1 + 6。 使得 x( t粉
= O

+ 6。 镇 t簇 2 + 6 v时
, x

( t ) = 一 4 一 1 2 v + Z t3一2
当

于是存在 t” = 2 十 6 。
使得x( t” ) = o ,

由于 t料 一 .t 二 1 从 而
` t , 。 (t )

6必 ,

而且 F 刁 -

引理得证
.

类似地可逐段递推证得

7一16引理 7 对
3 一 /

「 澳口 火 有 F 。 = 7 一 1 6 。 + a
( 8 。 一 3 )

引理 8

引理 9

对
命

抓· <
母

对 一

奋
、 · <
磕

-

有 : 。 = 2 (
告一

1 ) ( 16。 一 7 卜
a ( 8 。 一 3 )

有 F 。 二 8 口 一 1 + a( 1 一 4的

引理 l e 对 0 成 。 <
-

综合引理 5 至引理 10
,

1

8

可得

一 , 。 ,

1
月 厂 刀 二 乙欠一 万

-

一 1 少( 1 一 匕V 少+ a t l 一
`

I U

g

定理 4 对含参数 1 簇 a 毛 2 的右端具分段常数型 ( 2 )的泛函微分方程 ( * )
,

其 侧

始函数类为创片有

2 ( a 一 ’ 一 i ) ( z 一 8。 ) + a ( i 一 4。 ) 当 0 簇 。 < 1 / 8

8。 一 1 + a
( i 一 4。 ) 当 1 / 8镇 ? < 1 / 4

」 当 ] / 4 毛 。
< 3 / 8

F 。 二 7 一 1 6。 + a ( s v 一 3 ) 当 3 / 8 簇 。 < 7 / 1 6 ( 4 )

2 ( a 一 ’ 一 z ) ( 2 6。 一 了) + a
( 8 。 一 3 ) 当 7 / 16 (

。
< 1 / 2

蕊。 一 艺 当 1 / 2 (
。 蕊 3 / 4

O 当 3 /搜< 。 提 1

这里 F : I * 了由

推论 3

“ P io ilc ar e 映射
” P 。 = 戈。必所确定

, F 口 =
叫 P司

,

而 :V 少
一 ,

I
,

V( 司
= 。 .

泛函微分方程 ( * ) ( 2 )当
a 二 1 时有
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一 4 U

F v

当 0 成 。
< 1 / 8

当1 / 8成 v
< 1 / 4

当 1 / 4 ( 。
< 3 / 8

当3 / 8攫 v
< 7 / 16

当 7 / 1 6 ( v
< 1 / 2

当 1 / 2毛 。 ( 3 / 4

当 3 / 4 <
。

( 1

( 5 )

现在讨论
a = 1时方程 ( * ) ( 2 )的周期解

。

我们 由推沦 2 求 F 的 n 周期点F 与 二 。 ,

孙
。

子 v( k 二 1 ,

…
, : 一 1 )

,

它对应于方程 ( * ) ( 2 )的
。 一

周期解
,

即经过
:
次振动 (过零点 )

的周期解
。

当
a = 1时

,

由 ( 5 ) F 的映射图如图 1 ,
F Z
如图 2

。

对任
n ,

尸
`

映射图中
,

除位于 F == O及 F

-
. -

一
- . . - - .

…
` . J

二 _
。

_
、 。

二 _
.

…
, 、

_ _ _ 、

:’
,

_ 1 _ _
= 1 的 (平行 )线段外均为一端在 F 二 口另一端在 F = 1的全线段或一端在F

一感
一

而 另一

.
.

… _
.

` _ . _ _ _ 、 ,
、

二
` . 、

_
_ .

,
.

_ `

. 、

_
_ _

1 _
. , 、 , . ,

端在 F 二 1 的半线段
,

它们的斜率为士 4 ”

或 士“
·

4
” ·

记 “ ( ” 镇
寸

区域中的全线段为

L
,

半线段为 N ;
nrJ 一

一 镇。 成 1区域 中的全线段为石
,

半线段为刃
。

F 映射使N
、

刃分 别

变为 L
、

L ; 而 L
、

L 分别变为 4 N 十 L和 4刀 + 石 ( 只计线段数
,

不计斜率及位置变化 ) 即

有

F :
井 , L

,

刀 * L
,

L 、 4 N + L
,

石* 4刀 + 石

…口 …
:

优
Q V O V

图

F i g
.

图 2

F 19
.

2

于是
,

对 F
拄

如有
F

” = a N + 乙L + c刃 十 d L

F
, , 十 ` 二 4乙N + (

a + 乙) L + 4 d万 、 (
c + d )石

现求 F
”
的不动点 F

” 。 二 。 .

对任一全线段 L
、

L均有且只有一不动点
,

( 6 )

但对半线 段 N

和万
,

一

、 。
< 1处 、 有且只有一不动点

,

在 。 、 。 <
含区域 N没有不动 点

,

另一

方面
,

根据 ( 5 )
,

有且仅有一石
: F 。 =

v4 一 2 有过
。 “

2
. ,

_
_

, : _
_ 二

_
_

.

。 一

阴小动点
,

且此小动 点 对 仕
O

2

尸
,

均存在
,

而共余的一切线段均征
“ 二
万 的左端

,

它们不可能对 F
”
和 F

” 十 ’
具有相同
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的不动点
.

即对尸
,

其不动点尸ha
·
除一夸

外 均有 kF
V

一

` ·
( “ 二 ` ,

一
)]

.

于 是

除一令
外其余不动点对应的均为周期点

.

进一步考虑到线段的斜率均为 士 4·
和 士

2
.

4
”
的事实

.

我们得到
:

定理 5 对泛函微分方程 ( * )( 2 )
,

当
a 二 1 时存在一个 1 一周期解

,

而
n 一周期解数

( , > i ) 为

N
。 = (乙+ c + ` ) 一 z ( 7 )

这里的 .b
` 、

d由递归式 ( 6 )决定
.

而 F = 4 N 十石
.

而且
,

所有的二周期解 (
:

> ! ) 均

为不稳定的
。

由( 5 )
、

( 6 )和 ( 了 )有

推论 4 F
”

映射图中 F = 4 N 十 L
,

尸 = 4 L + 4万 + L
,

尸 二 16 N 十 4 L 十 4 N + S L
,

F 4 = i 6 N + Z o L + ? o刃 + 9石
, F S = s o N + 3 6五+ 3 6刃 + 2 9石

,

F 。 二 1凌4 N + 1 1 6 L + l z 6 N

+ 6 5石

推论 s a 二 1 时的泛函微分方程 ( * ) ( 2 )的
n 一周期解数N

。

为 N
: = 1 ,

N
: = 8 ,

N
。 = 1 2

,

N 一 二 4 8
,

N 6 == 1 0 0 ,

N 。 == 2 9 6

通过对式 ( 5 )的具体推导
,

可得 ”

.
- 一

_ _ _ _ _ , 、 J _ 、
.

`

_
.

` _ _ ,

_
. _ , , _

_
,

二 2
_ . _

_
推论 6 a 二 1 时方程 ( * ) ( 2 )的F 的周期点为 1 个周期点

: v = 一轰
- ; 8 个 2 一

周刁
, 阳

甘 ~ ` ” J 之 J I

工
、 ’ 产 、 一 了 曰 J 一 卜 动 z

玛
z y刁 廿 、 、 、 / 韧 ` ’ 产卜 ,J 厂月 矛

叭
. 一

3
’ 一 ’ 一 产

刊

8
-

j暮
~

;
12个 3

一

周期点
:2一巧

期 点
2

, 口 = 一

石厂
, -

6 1 0 18
-

丽
一 ,

飞丁
, 一

4丁
~ ’

5 8

丽了
’

1 4 1 4 9

丽
’

飞 f
,

介
一 ,

3 4 2 6 2 8

6 5 ’ 4 3
’ 1 2 7

2 0 1 9

3丁
,

万 r
,

4 1 4 0

6 5
’ 6 3

2 8

4 3

8 3

1 2 7

由于 F 映射 ( 4 )是不连续的
,

不能直接应用 iL
一 Y or ke 的 3 一

周期 定 理
〔 2 〕
讨论浑沌

( C h a os ) 现象
。

但可应用M a r ot ot 所推广的方法
( 3〕证得

定理 6 对
a = 1 时的泛函微分方程 ( * ) ( 2 )存在浑沌现象

.

方程有任意次振动 的

周期解
,

其周期可大于任意正数
。

伍泳棠
` ’
用电子计算机辅助处理自动计算了方程 ( * ) ( 2 )的解

.

验证了前面的论断
.

最后
,

我们就一般情形讨论泛函微分方程 ( * ) ( 2 )
。

由定理 4 和式 ( 4 )
,

F的映射

图类似于图 1 ,

仍由线段组成
.

在 一

冬、 。 、 1 区域与图 1 一样为 F 。 一 4。 一 2 ( 当
一

粤
一 、 。

一 护、 ’ . ` , `

一
一 7

“ ~ 一
、 ,

~ 一
,

~
’ `

一 2
- - -

一
一

` ’
`

一
一 ” ` ’ 、 一 ’

艺

、
丰

)和 : 。 = 。 (当
牛

、 。 、 1 )
.

故有一稳定不 动 点 。 二

粤
一 而在 。 、 。 、 恩

-

一 4
产

一

, n - - 一 、

刊 4 一 - 一 一 , ’

~
’ J ’

~ ~
一

’ 一

召
` ’ 竹

一

3 ”
`
“
一

- - 一

2

区域则仍由四段斜线组成
,

但斜率和上
,

下端点不同
。

由F映射图可证
:
仅当下端点 小

于
夸

时才存在大于 ,的周期点及浑沌现象
.

根据 ( 4 )式
,

下端点 在一十
及

一孟

l) 伍你棠
,

一类非线性泛函微分方程周期解的计算机辅助处理
,

全国第五届非线性振动会议 论

文集
,

1 9 8 9
,

3 8 ~ 4 1



第 3期 朱思锦等
:

分段常数型自治泛函批交分方程的周期解 1 9

处
,

此时相应的 刀 二

令
一 利用参数

“
变化的单调性一可得

定理 了 泛函微分方程 ( * ) ( 2 )存在一稳定 1 一

周期解 ( 相应于
。 二 一

普
一

)
.

而 当
。

)

夸
时方程不存在任何一周期解 (

·

》 )
.

而当
。

<
一

身
一时存在 N (

。
)

,

对任
。 ) N(

。
)

均存在
: 一
周期解和浑沌现象

。

注 以上讨论的分段常数型 ( 1 )和 ( 2 )函数是间断函数
,

在间断点处不连续
。

实际

上可仿照W al t h e r 〔 ’ 〕 ,

在间断点处用一小段严格递增 (减 ) 曲线连接
,

使其成为连续可

微函数
.

只要这样的小段曲线区间足够小
,

文中讨论的结论仍戍立
,

在此不赘
.
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