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摘 要

木文在一般情况下建立了函数方程 ( 2 ) 唯一可解的充要条件
,

揭示了平面双曲方程组及

其它一些问题唯一可解性发生离散现象的根本原因
,

在于函数方程 ( 2 )的有限维结构以及与

方程 ( 2 )有紧密关系的某个矩阵的特征性质
.

关橄词 函数方积
,

双曲方干孙日
,

离散丁见卑

1 引 言

二阶常系数双曲型方程 ( 组 ) 的特征问题 (特征线支柱相交于一点 ) 〔
’ 二 ,与 复 合 一

混合型偏微分方程组某些边值问题 〔 3
,的唯一可解性可以归结为函数方程

矛
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)
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( 1 )

的唯一可解性
.

文 〔4〕把方程组特征问题推广到不限制特征线支柱相交于一点 , 推 广了

的特征问题所相应的函数方程具有方程 ( l) 的推广形式
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文自 〕建立了 ( 2 )在 C
”

( R )
、

C `
( R )解不唯一的充要条件

,

并在 ( 2 )某些特殊情况下 给出

在 C ’
( R )唯一可解的充要条件

。

木文发 展了文〔4 〕的工作
,

在一般情况下给出方程 ( 2) 在
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唯一可解的充要条 件
。

方 程

( 2 )唯一可解性问题的解决
.

将会促进与函数方程有关的微分方程和其它问 题的 研究
。

2 函数方程 ( 2 )唯一可解性不成立的离散现象

设函数入( x)
、

厂(幼的定义域为D
: 一
乙《 x ( 乙

, !夕,

其中乙是任意不小于 m a x 二」尽
`
!
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1
口

的正数
.

显然
.

对任意二 O
,

久 x + 凡也属于 O
。
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定理 1 记 B为 O上的有界函数集
.

若口
。 二 ￡ !劣 }< 1 ,

则对任意权幻
。 B , 恒有唯一

f
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的 f( x )。 B 满足方程 ( 2 )
,

且厂(
x

)按最大模连续依赖于权x)
,
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,

了, 0
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,
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. ( 1}h ( x ) }1
.

/ ( 1 一 oo ) ( 3 )

故方程 ( 2 )在 B有解
。

任设了( x)
、

h( x) o B且适合方程 ( 2 )
,

则由于关系式 ( 2 )立知估计式( 3) 成立
,

这 表 明

方程 ( 2 )的有界解是唯一的
,

且在最大模意义下连续依赖于 h ( x)
。

证毕
。

推论 1 ( 光滑性的传播性质 ) 在定理 1 条件下
,

若 h( x) o C叹D )
,

则方程 (幻在B中

的解 f ( x )也属于 C
”

( D )
。

由于函数方程 ( 2 )一般是 由某些双曲型方程 ( 组 )归结出来的
,

所以它必然具有反映

这些双曲方程 ( 组 ) 特点的性质
,

如推论 1所描述的函数方程解光滑性的传播性质
,

恰

恰反映了所考虑的双曲型方程 ( 组 ) 具有行波解的性质 ` ’ ,
。

而定理 1证明了函 数 方 程

( 2) 在有界区域求解的适定性
,

亦正好反映了所考虑的双曲型方程 ( 组 ) 定解间题 解 的

数据依赖域的有界性质
。
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平面双山方 牲纽共泣闷粗唯一可断住的离散说象

证明 设 f (
x

)
。 C

”

( D )满足方程 ( 2 )
,

则 f
` ” ,

(
x )满足方程 ( 5 )

.

由推论 z ,

方程 ( 5 )有唯

一的连续解抓 x)
,

故 f `” ,
( x)

=
或 x)

,

从而了( x) 可表为 ( 4 )的形式
.

把 ( 4 )代入方程 ( 2)
,

经过运算和化简
,

便知多项式系数 dj ( O成了《 : 一 1 )满足代数方程红1 ( 6 )
,

反之
,

不 难 验

证
,

当 g ( x
)是 (5 )的连续解

,

诸 dj 满足 (6 )时
,

由 ( 4 )表示的 函数 f (动属于 C
”

( 。 )
,

且 满

足方程 ( 2 )
。

证毕
。

推论 2 在定理 2 条件下
,

函数方程 ( 2 )在 C
”

( D )的解存在性与解唯一性分 别 等价

于 {弋数方程组 ( 6 )的解存在性与解唯一性
.

才

在函数方程 ( 2) 中
,

由于 !价 I< 1 ,

故适合 Q
。 = 艺 lia 叭

”

} < 1的正整数
: 恒存在

.

推论
`二 1

2 指出了 ( 2 )的解在特定的意义下是有限维的
.

定理 3 在定理 2 条件下
,

方程 ( 2) 在 C
”

( D )有唯一解的充要条件是
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,
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,
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证明 因代数方程组 ( 6 )的系数矩阵是上三角矩阵
,

主对角线元素为

I

1 一 乙 久口 ii( 。 ( j ` 。 一 l)
,

故 ( 7) 是 ( 6) 有唯一解的充要条件
,

由推论 2 ,

( 7 )也是 ( 2 )
1. 1
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”

( D )有唯一解 的 充 要
`

条件
.
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l I

因矩阵刀
= 艺 ia 尽 ( 见定理 2 ) 的特征值是 艺 内气 j ( O ( j 《 : 一

l)
,

故定理 3 揭 示
犷” . ~̀ l

了矩阵 B在判别方程 ( 2 )唯一可解性上的重要性
:

( 2 )唯一可解性不成 立等价于矩 阵 B具

有一个等于 1 的特征值
。

根据定理 2 和定理 3
,
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,
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。
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3 关于第一类函数方程的注记

参考线性积分方程的分类
,

我们称方程 (幼为第二 类函数方程
,
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,
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( ii ) 若 1
:

{> 1 ,

作变数替换万
二 d 一 x ,

则方程化为 」。 】< 1的
`

}青况
.

( 111 ) 若 }
。

} = 1 ,

作变数替换
,

方程 ( 2 0 )可写为
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不难证明函数方程 ( 13 )有解的充要条件是

万(夕 ) = 。石(
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,

全 体解为

f ( , ) = ② ( , ) + 万( , ) / 2 ,

其中 必 ( 夕 )为 f (夕 ) + e f (
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= o 的通解
。
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