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摘 要

在H il b e r t 空间上
,

讨论了在受凸集约束时
,

抽象线性方程的条件最小二乘解 问题
.

得

到了一般情况下解的存在性定理
,

研究了约束集是线性流形
、

一次不等式和二次不等式等特

殊情形下解的存在唯一性问题
,

以及解集的分析表达式
.

关键词 H il b e r t空间
,

抽象线性方程
,

最小二乘解
,

凸集约束
,

广义逆算子

假设 H
:

和 H
Z

是 H i l b e r t 空间
,

A是H
,

` H : 的线性算 子
,

陇 H
: ,

刁x 二 b

的最小二乘解是指满足下式的 念:

}}A念
一 右}卜 m i n !}A

x 一 b l
劣 ` H 王

那么抽象线性方程

( 1 )

( 2 )

这个问题与线性算子的广义逆理论研究密切联系在一起
.

本文将在文 〔1
, 2〕的基 础 上

,

讨论 H i l b e r t空间中方程 ( 1 )在凸集约束下的条件最小二乘解的问题
,

推广了有 限维 空

间的有关问题的结果
,

并为研究无限维控制系统提供了有用的工具
。

1 C L S问题及其一般结果

C L S问题 给定凸集C二 H
, ,

求叙 C使

1}A公
一 乙1! = rn i n

}{A x 一 b }1 ( 3 )

称这个问题为方程 ( 1 )在凸集 C约束下的最小二乘解问题
,

简记为 C L S问题
,

问题的解

就是满足 ( 3 )式的 企
。

我们知道
,

H
,

上的泛函

J (
x
)
二
!}A x 一 b l}

2 , x o
H

工

( 4 )

是 G a t e a u x
可微的

〔 “ 〕 ,

且

D (J x)
= 2 ( A

辛A x 一 A枯 ) ( 5 )

式中
,

A .
是 A的共扼算子

。

显然
,

式 ( 3 )等价于

J ( 全) 二 m i n J (
x
) ( 6 )
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当 C是凸集时
,

根据变分不等式原理
〔 ` 〕 ,

下面两个条件与条件 ( 6 )三者 之 间 两两等价

I
: 念。C

,

且 ( D J (必 )
, x 一 念>之 0 ,

F x o C ( 7 )

I
: ￡。 C

,

且 <D J (
x
)

, x 一 公 )之 0 ,
V x o C ( 8 )

而且 ( 6 )式的解集是凸的 ( 可能是空集 ) ; 若 C闭
,

解集 也 闭
。

这 里
,

<
· , ·

) 表示 内

积
。

因此
,

利用 ( 5 )式
,

可得

定理 1 叙 C是方程 ( 1 )的C L S问题的解
,

当且仅当

( A
` A￡ 一 A , 右

, x 一 忿) 全 。 ,
V x o e ( 9 )

或者 <A书A x 一 A带 b
, x 一 分>全 。 ,

Vx
o C ( 1 0 )

而且解集是凸集 ; 若 C闭
,

解集也闭
.

注记 1 根据这结果可知
:
若忿是 C的内点

,

则必是 ( 1 )的 C L S问题的解
,

当且仅当

A , 且念二 A朽 ( 11 )

根据 H il b e r t 空间线性算子广义逆的理论
〔 ” ,

方程 ( 11) 在 H ,
中有解

,

当且仅当

阮 D ( +A )
.

这里
,

D ( A
+

)表示 A的广义逆算子A
斗

的定义域
.

同时
,

方程 ( 1 1) 有解时
,

解集为

S = A
+
右+ N (姓 ) ( 1 2 )

式中
,

N (A )
=
<xI A x = 叶 ;

而且 A
+
b是S中范数最小的元

.

因此
,

有如下结果

注记 2 若 C n S 手劝
,

那么
, 念是方程 ( 1 )的 C L S问题的解

,

当且仅当加 C n .s

实际上
,

S 是方程 ( 1 )无约束的最小二乘解问题的解集
,

其性质和计算方法可见于

〔 1 〕
,

因此
,

对条件最小二乘解问题
,

应着重讨论 C 自S 二 功的情形
,

往后
,

称 这种情形

为正则情形
。

用反证法可得如下定理
。

定理 2 设 c是H
、

中含有内点的凸集
,

那么
,

方程 ( 1 )的 c L s 问题在正则情形时
,

其解不可能是C的内点
。

由式 ( 9 )和 ( 1 0 )
,

可导出
:

( 1 )的 C L S问题 的任意两个解 x :

和 x ;
都有 ( x : 一 x :

) 。N ( A )
,

因此
,

如下定理成立
。

定理 3 如果已知
x 。

是 ( 1 )的 C L S 问题的一个解
,

则问题的解集为

M “ ( x
。 + N ( A ) )门 C

.

2 直流形约束下的C L S 问题

设约束集C是闭的直流形
,

即

C 二 a + T ( 1 3 )

其中
,

二H
, ,

T是H
:

中的闭子空间
.

这时
,

有正交投影算子 P
: ` H :

, T
,

使得

C = { x }
x = a + P

: , , 万。H :
} ( 2 4 )

因此
, ￡是 ( 1 )的 C L S问题的解

,

当且仅当

}IA金
一 b l}= m i n 11月p : , 一 (乙一 A a

) }!
,

y c H i

也即方程

A P : 万二 b 一 A a ( 1 5 )

有最小二乘解夕
.

这时
, ￡和夕的关系为
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忿= a 十 尸
:

夕
。

注意到。 N (A P
T

)等价于 P声。 N 〔A )
,

以及方程 ( 1 5 )存在最小二乘解的充分且必要的

条件是

b 一 A a o D 〔 ( A p
:

)
+ 〕 ,

下面定理成立
.

定理 4 当C是 ( 1 3) 式所示 的直流形时
,

( 1) 的 C L S 问题有解
,

当且仅当 ( b 一 A a)
。 D 〔 ( A尸

:
)
+

〕
,

这时
,

解集为

S , = a + P :
( A P

T

)
+

( b 一 A a
) + N ( A ) ( 1 6 )

注记 3 由 ( 1 6 )式可知
:

解唯一
,

仅当N ( A )
二
互叶

。

3 一次不等式约束下的C L S问题

设 x ; , x : ,

…
, x 。

是H
:

中给定的
。
个元

,

定义算子 G
:

H
:

, 凡如下
:

(
x , x l

>

<
x , x :

>

)
,

F耗H : ( 1 7 )

<x
, x 。

>

声声̀..吸.、、

△一一XG

又设
“ =

(a
, , a Z , … , a 。

)
r e R ” ,

这里
,

角标
“ T ”

表示转置
.

那么
,

集合

C = {
x
!`

x 淤 a , x o
H

I }
、

( 1 8 )

是 H
,
中的一个含有内点的凸集

.

其中
,

G x 之 a 是 一次泛函不 等式组
.

用 G带表示 G的共辘

算子
,

则有

G `杏一 艺氛ix
,

F若=
(氛

,

一
,

若
。

)
丁: R 。

(1 9 )
` 二 l

定理 5 当C如 ( 1 8 )式所示时
,

( l) 的 C L S问题在正则情形有解￡ ,

当且 仅 当 存在

酥凡满足言之。
,

且使得
’

右
T

( ` , 一 。
)二 o ( 2 0 )

和 G辛言= A权 A忿 一 b) ( 2 1)

证明 当所设条件成立
,

则有

<A权A念 一 b)
, x 一 约

= <G竹
, x 一幼 = 右气G x 一 G幻

=
言

r

( G
x 一 a

)
一
夸

T

( G念 ` a
)之。 ,

V 二 。 C
.

根据定理 1 , 忿是问题的解
.

反之
,

设 忿是解
,

由于C有内点
,

且是正则情形
,

依定理 2 , 洽在 C的边界上
,

所以
,

如果记

G忿一 a 二
(口

, ,

夕
: , … ,

口
。

)
r

( 2 2 )

则有非空的自然数集M
,

和M
: ,

满足

M 旧 M
: = 价 且 M

,

U M
: 二

{ 1
, 2 , … , n正

,

并使得
:

当 i eM :
时

,

召` = o ; 当 f o M
Z

时
`

,

口i > 0
.

于是
, 么也是 ( 1 )在约束条件

<
x , x i ) 二 a ` ,

f oM ;

下的条件最小二乘解
,

根据 L :
盯

a n : c
乘子法

,

有人
,

托M ; ,

使得才是泛函
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F ( x )△ l!A x 一 b 11
“ + 万又 i( <

x , x i >一 a i )

一 i e盆 -

的极小元
,

从而有D F ( 沦 )二 。 ,

即

A · ` , , 一 ” , ·属
:

合
·
产 。

·

( 2 3 )
、

0 , 之̀ M :

记 古= (省
: ,

省:
,

…
,

七
,

)
T ,

则有

A .
( A忿

一 白) = 习氛翔 二 G辛氛
i 二 1

即 ( 1z )式成立 , 其次
,

由 ( 2 2 )
,

( 23 )式可知 ( 2 0) 式也成立 , 再用反证法可得言之 O
。

于是

定理 5 得证
。

注记 4 应用定理 3可知
:
在 ( l的式约束下

,

( 1 )的 C L S问题的解集为

S
: = {必

。 + x
}召

x 妻 a 一 G分
。

且 A x = 0 }
,

式中
,

九是问题的一个解
。

因此
,

解唯一
,

仅 当N ( A ) n N (G )二 {。 }
。

4 二次不等式约束下的C L S问题

设H ; , H : ,

H
a

都是 H il b
e : t空间

,

A是H :
, H:

的线性算子
,
刀是H :

, H。
的 闭线性

算子
,

给定阮H : ,

改 H 3 ,

且 d口 (B
今

)
,

那么
,

用二次泛函不等式表示的集合

C = {
x
! 1!B

x 一 d }}( : , x oH :
} ( 2 4 )

是H ,
中的凸集

,

式中实数
: > 0

.

如果记 : 。 == 11( I
一 B B

+

) d }! ( 2 5 )

式中 I表示单位算子 , 那 么
,

根据线性算子的广义逆理论
,

式 ( 2 4 )所示的集合

C =
功

B
十
d + N (刀 )

当
` < 九

,

当
T 二 r 。 ,

而当: >
: 。
时

,
C是含有内点的闭凸集

。

因此
,

在式 ( 24 )的约束下
,

对 ( 1 )的 C L S问题
,

着重应讨论 1 >
: 。

的情况
.

这时
,

如果陇D (A
+

)
,

那 么
,

问题属正则情形
,

当且仅当

1}B (A
+
6 + x ) 一 d l}>

r ,

办
。 N ( A ) ( 2 6 )

定理 6 设乙。D ( A
+

)
, :

> : 。
且 ( 2 6 )式成立

,

那么
,

在 ( 2 4 )式约束下
, 念是 ( 1 )的 C L S

问题的解
,

当且仅当

! IB念一 d }卜
r

( 2 7 )

并存在实数凡> O
,

使得

( A
来 A 十 久刀带B )之二 A枯 + 几B . d ( 28 )

证明 当 ( 2 7 )
,

( 2 8 )式成立时
,

即有

( B念一 d
,

B念一 d ) 二 r Z
( 2 9 )

A辛 ( A忿
一 b )

二 一 几B 来 ( B￡
一 d ) ( 3。 )

而对任何。 C
,

有
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<刀念 一 d
,

B x 一 d ) (
: ,

( 3 1 )

从而
,

由 ( 3 1 ) 一 ( 2 9 )可得

( B
辛
( B必

一 d )
, x 一 念>镇 。 ,

V x o C
,

注意到久> O和式 ( 3 0)
,

得

<A气 A分 一 d)
, x 一 幻 ) O ,

犷。 .C

依定理 1
,

知淦是问题 的解
。

反之
,

若乏是解
,

由于 ( 26 )式成立
,

问题属正则倩形
,

故企不是 C的内点
,

条件 ( 2幻

成立
,

故可应用 L a g r a n
ge 乘子法得乘子久满足式 ( 28 )

,

进而用反证法可得久> 。 ,

因此
,

定理 6 得证
。

注记 s 设 x0 是 ( 1 )在 ( 24 )式约束下的 C L S问题的一个解
,

那么
,

根据定理 3可得

问题的解集

s 。 = x 。 + N ( A )门N ( B )
.

因此
,

解唯一
,

仅当N ( A )门N ( B ) = {o }
.

本文所设的 H i l b e rt 空间
,

既可以是有限维的
,

也可以是无穷维的
,

因 此
,

其 结果

可用于分布参数 ( 控制 ) 系统的研究
,
而且在具体问题 的求解中

,

可借助线性算子广义

逆的计算方法
,

建立实用程序
,

有关这方面的讨论
,

将另文论述
.
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