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关于代数图论的一些结果
’
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摘 要

给出了某一类冈的特征值的 卜
、

下界以及任意简单连 ; {立尸助勺限大
’ 、

三今
一

冈的阶的下界
:

这些界比已知的结 果好
.

关键词 代数图论
,

极大完全子图

本文所讨论的 图都是简单的连通 图
.

记 A 二 A ( G )为图G的邻接矩阵
, :
为G的顶 汽个

数
,

m为 G的边数
,

d ,
为G中顶点晰的度

.

设凡为侧自介价个特征介
,

叹 亦即 A (召 )
;

:
_

J花 :
个 特

征值 )
,

i = 1
,

2
,

…
, : .

因为A是对角线龙索 怪为零 沟对
一

称 ( 。
,

l) 一币库
, 一

沐妨 约 定 有

丸 ) 凡) … 妻几。 。

本文将对恰好具有一组完美对集的
: = 2 1阶灼二分图灼谱 为上

、

下界作细致 的分 听
.

其结果将表述于定理 l
。

关于图G的极大完全子图的阶 (记为左( G ) )的算法是一个 N 尸完全问题见 〔1 〕
.

利用垃

格朗 日乘数法求出k ( G )的一个下界
,

这一下界只通过图G顶点的度序列表示
,

并且 这个

下界适合于任意的简单连通图
.

这一结果将表述于定理 2
.

1 一类二分图的谱的上
、

下界

定理 1 设 G是恰好具有一组完美对集的
n 二 21 阶二分图

, 。 是 G的边数
.

又设 G] 勺勺特

征值为久
:

》 又
:

) … ) 幻) 一为) … 妻 一 几
:
妻 一 几

: ,

叔> 。 ,

寿二 1
,

2 , …
,

1
.

则有不等式 成立
:

(了不
·

了宇)
一 `
毛又寿 (

沂黔扩m 一 Z

k
k 二 1

,

2 , … ,

l

.

、、.了
.

兄
叮了.、

` .人

l

其中
,

C 二 习

定理 1 的证明由以下的一组引理完成
。

引理 1 如果 图G存在奇数组完美对集
,

则 A ( G )满秩
,

证明 由文 〔2〕中 ( 1
.

4 2尸式经简单计算后可得
,
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引理 2 设 G是一 个简单的连通图
.

则下列命题等价 〔“ 一 4〕

( i) G是一个二分图
;

( ii ) G的特征多项式 p 。

(劝有如下形式
:

p汉久 )
= 尸 + a :

护
一 “ + a ;

护
“ ` +

·

一 久p Q (护 )

这里口是一个多项式
,

且当
n
为奇数时

,

p 二 1 ; 当 n
为偶数时

,

P 二 0 ;

( 11 1) 对所有的奇数
: ,

A
”
的每一个对角元素为 。 ;

( iv ) G不包含长为奇数的圈
.

注 引理 1 和 引理 2 说明了定理 1 中关于 G] 狗特征值的假设的合理性
。

引理 3 ( 5 〕 设 G为具有划分 (R
,

C )的二分图
,

R和 C分别为 G的两个部顶点集 合
.

则

` 哈好具有一组完美对集的充分必要条件是在 R和 C中的顶点可以重新排序
,

使得 G 的关

联矩阵 B是一个主对角线元素全为 1 的下三角矩阵
。

引理 4 令
a 二 ( a , , a : ,

… , a z丫
,

b 二 ( l)
工 ,

乙
2 , … ,

乙I )
T , e = (了 了 )

一 `

( 1
, z , … , z丫都

l _ l

是 l维实向量
.

又令
a 二 (甲 Z )

一 `

E 内
,

夕二 (了 l )
一 `

艺 玩
.

则有
云= 1 `二 1

卖
l·

: 鑫
,。

卜 (卖
:一。`

)
2 ,) 一

卖
工。: 一 : a ;云

。 、。 ,十 ;
2

亡
:

{
( l )

证明 构造 ZX 3阶矩阵 A为

(了丁 )
一 `

(了丁 )
一 ’

1上
2

,口
,

力
。。.

石z (了 l )
一 ,

,上n乙r
.

`aa
.。.

a矛了了̀..、、、,

一一A

则 A
丁
A为一个 3 x 3阶对称半正定矩阵

,

从而 de t ( A
下
A ) ) 0

,

等号成立当且仅

3
.

将 d e t (A
r
A )按最后一列展开

,

稍加整理即可得 ( 1 ) 式
.

口

引理 5 设 G 是一个
: = 21 阶的二分图

.

设它的特征值为 几
,

又: , …
,

大

…
, 一 幻 (击) 0 )

.

我们有

当 秩 (月 )
一

(

几, , 一 又

艺
* :

= 二 ; l _
_

_

_ _

乙 击毛 了 ml
云= 1

其中
,

不等式中等号成立当且仅 当G 二 K
Z ,

又用为 G的边数
.

证明

)T

0B
..̀...,、

一一A

其中
,
B为图G的关联矩阵

.

故有

t r
( ,

2

卜 2

续
, “ :

= `

象
,
一 , 一 Zm

又易得
, , + ; : + … 十为 ( 护丽 口
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引理 6 设几
l ,
几

2 , … ,

幻为一组实数且满足 几
,
) 几

:
) … 妻 构

.

定义一组实数 几 ( j
,
h 。

( 正

整数 j
,

k满足 j ( k ( l )
:

花

几 ( , , 、 ) = 乙
又f

左一 j + 1

则有 丸《 , ,
, 〕 ) 几

( , ,
儿)

) 几
〔 z诀 ) 三 几z

证明 首先证明几
( j

,
* )
关于 j

,

k是同时单调不增的
.

事实上
,

九
+ 1

又 ( , 、 , ,
; , , 〕 =

乙
`= j + 1

人
k 一 j + 1

几 ( s
,
儿) 一 几( i

十 l ,

人* 、 )
l

, , , 、 ~ 。

—
气几了一 八几千 1少` ` V

白一 ] + 1
’

`

又类似地可得

几( : ,

; )
) 几

。 j
, 、 ) ,

又〔 j
,

、 ,
) 丸

( z
,
; ) 三 几z

·

即得证 口

引理 7 设 G是一个恰好具有一组完美对集的
刀 二 21 阶的二分 图

.

则 G 的所有正 特

征值 ( 由引理 1 知 G无零特征值 ) 几
, ,
久

2 , … ,

幻 满足如下的不等式

《 幻 〔
了子

+

了急认 =j 1,.
~ ,

“
2 ,

证明 首先注意到对符合本引理条件的 G
,

总有m ) l 成立
.

令
。 、为 l 阶单位矩阵的

第 i 列
.

定义两个 l维向量
a 及 b为

a =
(
a , , a Z , … , a l )

T = (几
, ,

几
2 , … ,

几I )
T

掩

乡=
( b

, ,

乙
: , … ,

乙z )
下 = 兄

己 f

k 一 j + 1

又令
_ 了

_

_ ,
a =

(扩 l )
一 ’

E
a 、 ,

口二 (了 l )
一 `

乙 b 、
.

代入 (] )并注 意到
i = l 云一 1

粼
( 阴` 及

如
= “ ` ,

,
左)

经整理后可得

;岌j
,
; ,

将几
。 j

,
k ,
解出得

了不

一 2

丫子
“ ( ,

,
; ) `

牛述二
二 毛 0

一

丫之禹
( “ ( ,

, 、 )

习车
·

了蕊军二
注意到 又、 : , 。 。

) 几
( j

, 、 。
) 几

` z
, 、 ) 三 几I

因此得

“ ` ,
, ; ) ( “ 、 , , 、 )

<
了手

一 +
`

/ m卫
_

T 介
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2 )
.

引理 8

则有

口

设 ` 是一个恰好具有一组完美对集的
: =

21 阶的二分图
,

B是 它 的 关联矩

得故阵

卖
, “万

2 = ` r 〔`“ ` ’ 了
’

B “ 〕
( 3 )

其中刀
架是 B的伴随矩阵

,

几
, ,

几
。 ,

…
,

幻是G的正特征值
。

证明 图G的邻接矩阵为

f O B \

A 一

(
: : 。

)
因此有 ( 弓}理 3 保证了 B 一 ’

的存在 )

(刀
一 ’

)
了

一

O召
奋矛.....、 .

一一
一月

由引理 1 知 B 带 B = B B 介 二

`、̀. ..厅护产

T
带

d e t ( B ) 1 1 =

B `

场
.

11
,

其中 11为 Z阶单位矩阵
.

从而有犷
’ 二 B . 及

B 余B

沙了....侣、

一一
八乙、恤f/一

A
了r电、

注意对 同阶的方阵 P 与 Q
,

有 t r
( P Q ) = t r

( Q P )
,

故有

戴
*、

2

一 ( A一 ,
2 一 2 t r

(”
` T“ ”

即 ( 3 )得证
.

口

由引理 1知
,

若 A是恰好具有一组完美对集的二分图 G 的邻接矩阵
,

则 A
一 ’

存在 且

A
一 ’ 的特征值为士叮

` ,

i 一 1
,

…
,

l
,

其中
: = 21 为 臼为阶

.

若记 : 二 t r ( B抓 B , )
,

则 `
等于

A
一 ` 的 正特征值的平方和

。

引理 9 设 G是恰好具有一组完美对集的
: = 21 阶二分图

, 阴是臼为边数
。

又设 G的特

征值为丸 ) 又
2

) … ) 为 ) 一 幻) … ) 一 几
。
) 一 几l ,

娜> o
,

壳= 1
,

2
,

…
,

1
.

则有

/ 几)

(吓
·

了勺
一 `

( 4 )

其中
` 二 t r

( B剩方勺
,

而 B牡日引理 8 中所定义
.

证明 令

a =
(

a l , a Z , a l )
, = ( “

,

艰
1 ,

… ,

石
`

)
T

否=
( b

l ,

b
Z , … ,

k

bl )
, = 乙

f~

已 i

j 九一 ]’ + i

此 处介为 Z阶单位矩阵的第 i 列
,

i

由引理 4 不难得到

IE曰
h乙

.

、̀ .1.刃矛

。
( “

一
j + 1 )

一 ’ 一 “ 1:
, 、 )

j
, … ,

.k

、

形
: “ ( 、 一 , · 1 )一

2 (、 了)一

(
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( 5 )
,1

一
刁乙扩

C+

`

、,/

( j
,
k )

.

凡

产

l
、 .

乙八乏
一
寸

因为

鑫
,
; 、

1

)一鑫
1
; :

“

一 、
, (“￡“

夕
,一典

,
; :

2 · 2 ( z一 1 )

典
: “ 、

2 一 `·

以之代入 ( 5 ) 式并加以整理得

(
* ( ,

, 、 )

)
一 2 一 2

了
一

万李小
、 ,

, 、 )

)
一 ` · 、

未
、 C

左一 j + 1
镇 0

取几= j
,

注意几
( k

,
; ) = 叔

,

k = 1 , 2

。 / 1 , / c

U又 一了一
乏受 ` l

—
十

几及 T I

…
,

l

,

人…三互
.

丫 几

,

对
·

叔解上述不等式得

k = 1 , 2

故有 ( 4 )
,

口

引理 1 至引理 9 一起完成了定理 1 的证明
.

2 关于极大完全子图的阶的一个下界

定理 2 设 G是一个
n
阶简单连通图

,

id 是 lG为顶点 叭 的度

表示 G的极大完全子图的阶
,

则有

2
,

… , n .

用k( ` )

“ `G , )

鑫
,

(奋) /睿(份
一 2

) ( 6 )

证明 设

S 二 弋(
x l , x : ,

… , x 。

)
:

乙
x ` = 1

, x i ) o ,
i = 1 , 2 ,

一
, n }

i= l

D = d i a g ( d
, ,

d
Z ,

… ,

d
。

)
, 」= D 一 A

,

x T =
(
x , , x Z , … , x 。

)
。 5

.

考虑如下的极值问题
:

m i n
(

x ,

D x
)

其中
,

(
· , ·

)为欧氏空间中的标准内积
.

因为 S为有界闭区域
,

而 (
x ,

D x) 是
x 在 S 上 的 连

续函数
,

故所要求的极小值存在
.

用拉格朗日乘数法不难得出

m i n (
x ,

D x
)

I么 1 、
一 ,

= 妞乙
月 一 ;

~

.
\ `= 1 a i ,

又有下式 〔” 〕

m a x
(
x ,

A x
)

1 /
二

1 \
一
百U 一

可砰 )

因为 (
x , 」x

)
=

(
x ,

D x
) 一 (

x ,

A x
)

,

故

]一d
。

乙ù厂
口产̀..,、

蹂梦
x ,
乙:

) ) m i , ,
(

x ,

D x
)
一 m a x

(
x ,

A x
)

=

一 ` z f
,

1

一 — . 1 一
`

.

飞 万

2 \ 斤 ( G )
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注意、 对称半正定矩阵
,

且若取六 :(, 小一 户
,

则有 (一血 ,
= 0 ,

即

m in (
x 洲x)

= 。
。

由上一不等式解出 k ( G )得 ( 6 )
.

劣 e s

定理 2 证毕
。

口

设以 a( G )表示 图G的极大独立集的阶数
,

注意图 G的补图与图G的关系 ( 即 a( G ) 恰

好是口的极大完全子图的阶 )
,

则由定理 2 可得如下推论
.

推论 设 G是一个简单连通图
,

a( G )为图 G的极大独立集的阶数
.

则

( i) 当G 中无度为
: 一 1的顶点时

,

有

〔乙 (
2

卜 1 一 d 、 )
一 ’ 一 2〕

了

//a
( G ) 妻乙 (

n 一 1 一 d 、

i = l f二 l

( ii) 当图G 中
J

洽好有
: 一 :

个顶点度为
: 一 1 , 1镇心簇 n 一 111 士

,

有

·
(G , )

熹
`一

1 一 “ ` ,
一 ’

/
〔

熟
(

7

卜卜 J f ,
一 ` 一 2〕

比较〔 1 〕中结果
,

定理 2 的结论简单明晰而且便于计算
。
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