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摘 要

研究一类函数积分方程的可解性
,

当解空间为 C ’ 时
,

得到了 F r e d h ol m 定理
,

当解 空

间为 C
”
( n < 十 aO )时

,

就算子 T的一个特殊情形
,

得到了非 F er d h ol m定理
.

关健词 函数积分方程
,

特征值
,

特征函数
,

非 F er d h ol m定理

1 引 言

考虑函数积分方程

f (
x
) 一 几T f (

x
) = h ( x )

, x 〔〔 一 R
,

R〕 ( 1 )

其中。 < R ( + 阅
,

当R = + co 时
,

〔 一 R
,
R〕 = ( 一 co

, + co ) , 久是 实 参数
,

f ( x) 和 几( x)

分别是〔一 R
,
R〕上的未知和已知函数

,

算子 T形如

s k f x

T f (
` ) “

召
“ ` f ( “ ` x ) +

蒸 J
。
b `f ( 口̀x ` )“ `

这里 S
、

K是正整数
, a ` ,

乙i , a *和口
:

是常系数
,

且 }
a i l < x ,

}口
,

{簇 1
.

对整数
n ) 。和实数群) O ,

引入函数空间

e二〔
一 刀

,
尺〕 = { f (

x
)
。 C

” 〔 一 刀
,
天〕 ! f ` ” ’

(
x
)
一 f `” ’

( o )

二 O ( !
x
l“ ) }

, 群> o ,
刀 < + co

,

C众一
十一〕一

页
: c二〔

一 刀
,

R〕
, , > “

又记

C
I
〔 一 *

, 、 〕

e苏〔
一天 , 五〕

= C
,`〔 一 天

,

尺〕 , 。簇
, `镇 + 父

, o < R 〔 + 的
,

= C匹 一 五 ,

R〕
,

召乡 O , 0 < R提 + co
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如果用 V表示上述函数空间中的一个
,

易知算子罗是 V上的自映射
,

如无特别声明
,

我们在空间V上讨论方程 ( 1 )
,

都是指厂( x)
、

权x)
o V

.

在函数空间V上
,

如果几使得方程 ( i )的齐次方程

f (
x
) 一 久T f (

x
) = 0 , x 。 〔 一 R

,

R〕
,

( 2 )

有非平凡解
,

则称久是方程 ( 1 )或算子 T的特征值
,

称相应的非平凡解为特 征 函 数
; 称

不是特征值的几为正则值
.

方程 ( 1 )对研究平面双曲型偏微分方程组的定解问题起着相当重要的作用
,

不 难 看

出文〔1 , 2〕中的函数方程是 ( l) 的特殊情形
,

而函数积分方程可化为 ( l) 的特殊情形
。

下面研究方程 ( l) 的可解性
,

我们将就解空间的不同而得 出性质截然不同的可 解 性

判另}}定理
,

其中的 F r e d h ol m 定理对函数积分方程组也成立
。

2 F r e d h o lm定理

对整数 k
, n

) 。和实数召 ) O
,

引入常数

kE=iI
P ( k ) = 乙

`~ 1

掩
a ` a `

1
十

—
怠 + 1

口(拜 )
=
E !

a i , I
a i l“

1 六
, ,

十

—
2

_
I U

那+ 1 夏二 -l
’ 】}夕` !“

对参数久
,

定义集合

E (久) = 弋k !几P ( k ) = 1 }
,

E
”

(又)
=

{几
。 E (久) 1寿簇

n
}

其中 k为非负整数
。

引理 1 集合E (久)是有限集
,

且 m a x
{寿}k

o E (久) } < 拌
,

这里产是使 }几19 (拌 )< 1 的 实

数
。

证明 由 l i m 口伽 ) 二 o可知
,

存在正实数召> o ,

使】久1口( l
`
) < 1 ;

假如 存 在 j o E ( 几)
拌一》 + .

;茜足了) 召
,

则

!又P ( j ) !簇 !几19 ( j )簇 1久l a (拜 ) < 1

与又拭 j )
== 1相矛盾

,

故引理 1 得证
.

考虑函数积分方程
g (

x
) 一 久T

来 g (
x
) = :

(
x
)

, x 。〔 一 R
,

R〕 ( 3 )

其中算子 T 平形如

T · 。 (
·

, 二

鑫
:

一犷
。 (一卜睿

乙̀“ : !:
` ,: 。 (夕

忿
一 ) d !

我们有

引理 2 设 :
(

x
)
。 e二〔

一 天沂〕
,

在 空 间 e泣〔
一 刀沂〕上

,

如果 j丸l < 1 /。 (
n + , )

,

则

( i )当几P(
:
)专 1 日寸

,

方程 ( 3 )的解存在且唯一
( 11) 当久P(

:
) 二 1时

,

当且仅当
:
( o )

二 0时
一 ,

方程 ( 3 )的解存在
,

在相差 一个任意常

数的意义下解是唯一的
。
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几

F r e ol h o l m定理

证明 当 R < 十 。 时
,

在空间u 二
{: (

二 ) 。 c二〔
一刃 , 、 〕 }。 ( 。 )

= o }上考虑方程

夕 (
x
)
一 久T 余夕(

x
)
二 :

(
x
)
一 :

( o )
, : 。〔一 R , 刀〕 ( 4 )

定义范数

!! g (
x
)】}= S U P

劣户 0

} g (
x
) 1/ }

二
}召

易知 U是一个完备的赋范线性空间
.

注意到

{)夕 (
a i、 ) 11提 l

a ` 1” 119 (
x
) 11

,

}{
I:

`· 。 (夕、
· ; )山 ,、、

{:
`” 以。 (夕、

· ` , ,,d`

、

!:
}。、 ,“ ` ” ` “ ,,g (

·
,“ d`蕊

n + 召+ 1
l夕、 }拼 }{习 (

x
) }}

,

故可得

!}久T
带夕(

x
) !】夏 }久1口(

: + 召 )1!夕(
x
) 1}

,

由压缩映射原理可知
,

在空间U 上
,

方程 ( 4 )的解存在且唯一
,

记为 乳 ( x)
; 今 x 二 0

,

由( 3 )可得

( 1 一 又P (
n
) ) g ( o )

= :
( o ) ( 5 )

因此 ( i )当又P (
:
)子 1时

, g ( o ) = ,
( o ) / ( 1 一 丸P (

n
) )

,

故方程 ( 3 )的解夕(
x
)

= g ( 0 ) + g
。

( 义 )

是存在且唯一的
;

( ii )当几p (动 二 1时
,

由 ( 5 )可知
,

若方程 ( 3 )的解存在
, :必需 议O ) =

伪 若叹。 )
= o ,

易知方程 ( 3 )的解存在
,

且必能表示为抓 x)
= `

一

卜乳 ( x)
,

这里
:
为任 意

实常数
。

当 R = + OO 时
,

由C试 一 co
,

+ co )的定义和上述结论即知引邢 2 仍然成立
.

定理 1 在空间C二〔
一 刀

,
刀〕上

,

如果 !久}。 (
n + , ) < 1

,

贝̀J

( i) 如果 E
。

(劝 是空集
,

则几是算子 T的正则值 ;

( ii )如果万
。

(劝是非空集
,

则丸是算子 T 的特征值
,

它只有有限多个线 性 无关的特租
-

函数 f * (
二
) = x i ,

f o E 。

(几)
;

( iii )如果几是正则值
,

则方程 ( 1 )的解存存且唯一
;

( i v )如果久是特征值
,

则 当且仅当人
`￡’ ( 0 )

= o ( i
。刀。

(几) ) l喊
,

方程 ( l ) {几勺解存之
` ,

一

可

表示为 双
x
) 二 f0 ( x ) + 艺 自妙

,

其中
,

九(
x
)是方程 ( 1 )的一个特解

,

勺是任意的实
i c E刀 (几)

常数
。

证明 由泰勒展开可知
,

求方程 ( 1 )的解双
二 )` 君〔

一 及 , 刀〕
、 .

升介于求函 故

厂( x) = 乙 牙z
一“ 二̀ ’ 一

卜

J
。

(卜
x )

” 一 ’

( ,

卜 z ) !
夕 ( , )

〔 I t

满足 ( 1
一 久户( f ) )

e s = 人`￡,
( o )

.

1 = o
,

1
,

… …
, ; , 一 :

夕(
x
) 一 几T半夕(

x
)

= 无` ” ’ ( x )
, 二 。〔 一 刀 , R〕

,

其中。 (
x
)
二 f `” ,

(
x
)
。 e么〔

一 刀
,

刀〕
,

利用引理 2 即得定理 1
.

定理 2 在空间C气 一 R
,
R〕上

,

( i) 算子 T的特征值构成的集 合 是 (灰】入以劝 =
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0 ( i < + oc }
;

( 11)如果又是算子 T的特征值
,

则它只有有限多个线性无关的特征函数 f、 (
x
)
二 x ` ,

i。刀(久)
;

( iii )如果又是算子 T正则值
,

则方程 ( 1 )的解存在
,

( i
v
)如果几是算子 T的特征值

,

则当且仅当入
` i ’ ( o ) 二 o ( i

o E (几) ) 时
,

方 程 ( i )的

解 存在
,

可表示 为厂(
x
) = f

。

(
x
) + 乙

c i x i ,

其中f
。

(
x
)是方程 ( l )的特解

, c `是任意的
i e石 (几)

实常数
。

证明 对固定的几
,

由 h m q (
:
) 二 o和武

,:
)的单减性可知

,

存在整数 m > 0 ,

当 n
> m

” 一 ) 十 的

时
,

有 }义! q (
:
) < 1 ,

利用定理 1 和啪勺任意性可得出定理 2
.

3 非 F r e dh o lm定理

定理 2 说明方程 ( 1 )在空问 c 二〔 一 R
,

R〕上具有 F r e d h o lm 可解性
,

然而在空 间 C二

〔 一 R , R〕(
:
< + co )上

,

方程 ( 1 )不一定具 有 F r e d h o l m 可 解性
.

本节就算子 T 形 如

T厂(
x
)

= a
f (

a x
)

, a 踌 。 , o < }
a
l < 1的情 况

,

作详细的说明
.

定理 3 在空间c刃〔
一 R

,
刀〕上

,

满足 }几}> l/ !
。
} }

。
!
” + “的实数 久是算 子 T 的 特 征

值
,

它有无穷多个线性无关的特征函数
。

证明 若 R 二 + co
,

则对实数
r
> 0 ,

任 取一 个 定 义 于 〔 一 : , 一
}al 门 口〔! al

: ,

幻且

满足

f
。

( 一
:
) 一 又

。 a ”
f
。

(
一 a ,

) = f
。

(
:
)
一 久a a ”

f
。

(
a ,

)
= o

的连续函数 f
。

(
x
)

,

令

(
“ ,

一 “

g ( ` ) 一 l ( 几
a a ”

I“ I
“ )

一 m }` }拼厂
。
( ` / a 爪 )

气
x 。

(
一
!
a
{m

, , 一 l
a
}m

+ ’ : 〕 U 〔 }
a
{爪

+ , : ,

!
a l m , ) m = o ,

士 1 ,

由 } ,
a a ”

!
a
}“ I> z ,

可知
, 。 ( x

)
。 C左〔

一 尸
, 尺〕并满足方程

g (
戈
) 一 几

: a ” 口 (
a :

)
= o , x 。 〔 一 R

,

R〕

而函数
、

( x 一 t )
” 一 `

吸n 一 1 ) !
。 ( , ) d `

。 C飞〔
一 刀

,

天〕
戈o

户.
1
`

一一
、 ,了

X
尹`、工刃

口

满足相应的齐次方程 ( 2 )
,

故几是特征值
,

该 f ( x) 是对应于又的特征函数
,

由 f
。

( x) 的 任

意性可知线性无关的特征函数有无穷多个
.

当R < + co 时
,

在以上过程中取
, = R

, m = o , 1 , … 即可
。

定理 4 在空间 C
” 〔 一 R , R〕上

,

如果 }九}> i / !
a
! }

a
!
” ,

则方程 ( 1 )的解存在
.

证明 若 R = + “
,

则对实数
:
> o ,

任取一个定义于 〔一 : , 一 1川幻 U 〔 }川
, , , 〕且满足

厂
。

( 一
了
) 一 几

a a 行 f
。

( 一
a ,

) = 几`” ’
(
一 :

)
,

f
。

(
r
)
一 几a a n

厂
。

(
a :

) 二 l/ ` ” ’
(

,
)

的连续函数 f
。

( x)
,

构造以
x
)满足
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g ( o )
= 人`” ’ ( o ) / ( 1

一 几a a ”

)

夕 (
x
)

= f
。

(
x
)

,

!
a
!

,
( l

x
l毛

,

g (
a 沉 + ` x

) = 一 (几
a a ”

)
一 ’
〔h ` ” ’

(
a 川 x

) 一 g (
a 爪 x

)〕
,

】a l
: 成 }

x
! <

: , m = 0 , 1 , …

g (
a m x

) 二 h ` ” ’
(
a 价 x

) + 又a a , , g (
a 树 + ’ x )

,

!
a !?

·

< !
x 】̀ : , 阴 = 一 1 , 一 2 , “

’

易知抓
x
)在〔一 刀

,
R〕 一 弋。 }

_

上是连续的
,

且由

g (
a 州 x

)
=

m
一 1 1

、

1

一

属
一

丽刃丽
几一 人

` “ ’ (“
` x ) 气而护万 `

。
( ` ’

,

可知 l i m
,粗 -月卜 + .

!
a
}
,
< !

x
!镇

, , 州 > o ,

g (
a 仍 x

) 二 g ( 0 )
,

因而 g (
x
)在〔 一 R

, R〕上是连续的
,

由于 g (
x
)满足方程

夕(
x
) 一 久

a a ” g (
a x

) = h ` ” ’
(

x
)

, x ` 〔 一 R
,

R〕
,

故函数

( 男 一 t 、 n 一 1

( 刀 一 1 ) !

夕( t ) d t
戈o产

l
甘

L宙
:̀

X了( x)
二
艺

几“ ’
( 0 )

( 1 一 几a a i ) i !

是方程 ( 1 ) 在 c忿〔
一 R

,
R〕上的解

.

若 R < + OO
,

在以上过程中只需取
, “ 刀

,
m = 。 , 1 , … 即可

。

定理 5 在空问 C
”
〔 一 R

, R〕上
,
几二 一 1 /

a砂是算子 T 的正则值 ;

乙 ( 一 1 )` ( h
` ” ’

(
a ￡x ) 一 h `” ’

( o ) )
, x 。〔 一 刀

,

R〕

此时
,

当且仅当级数

( 6 )

收敛到关于
x 的连续函数时

,

方程 ( 1 )的解存在
.

证明 考虑齐次方程 ( 2 )
,

其解厂( x) 满足

f ` j ’ (
x
) + a `一 n

f ` , ’
(

a x
)

= o , x 〔〔 一天
, R 〕 ,

j = 0 , 1
,

… , n

取
x = o可得 f ` j ’ ( o )

= o , o镇 j蕊 : ,

且

f `
” ’

(
x
)

= 一 f `” ’
(

a x
)

=
·

一 (
一 1 )仇 f ` ’ ` ’

(
a m x

)

令二 ” + co
,

可得 f ` ” ’
( x) 二。 ,

故 f ( x) 二 0 ,

因而几于 一
l/ aa

”

是正则值
。

考虑非齐次方程 ( 1 )
,

由泰勒展开可知厂( x) 是方程 ( 1 )解的充要条件是

f ` j ’ (

f ` ” ’
(

)
= h ` j ,

( o ) / ( z + a j
一 九

)
,

j = o , 1 , … , n

) + f ` ” ’
(

a x
) = h ` ” ,

(
x
)

, x 。 〔 一 尸 ,

R〕 ( 7 )

而 f ` ” ’
( x) 满足方程 ( 7 )的充要条件是

f ` ” ’
(

x
) 一 f `

” ,
( o ) 二 人

` ” ’
(
x
) 一 h ` ” ’

( o ) 一 (厂
` 穿̀ ’

(
a x

)
一 厂` ” ’

( o ) )
=

=
乙 ( 一 1 ) f
f二 0

(人
` ” ’

(
a f x ) 一 人

` ” ’ ( o ) ) + ( 一 1 )协
`

卜 ’

( f
`” ’

(
a 巾 + ` x

)

一 f ` ” ’
( o ) )

,

令 m ” + co
,

可知当且仅 当级数 ( 6 )收敛到关于川为连续函数时
,

f ` ” ’
( x) 连续且 满足方

程 ( 7 )
,

因而方程 ( 1 )的解存在
.

尽管几= 一 1 /
a a ”

是正则值
,

但无(
x
)
。 C

” 〔 一 R ,
R〕并不能保证方程 ( 1 ) 在 C

朴

〔一 R
,
R〕

上有解
,

例如
,

R < + co
,

h (
x
)
。 C

”
〔一 R

,
R〕满足
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几la
川一l

一les

入` ” ’ ( x ) = 尸
, , ( 0 ) +

( 二l竺兰
2 + 1

.

}
_

列明二巨 }

( 1 一 】a
! ) }

a
}i

} a }

} ) }

云+ I R

a
}
`R

l
a
! i+ ’

R镇 l
x
} ( }

a
l`R

,

( 一 1 ) `

公 十
户

一二
二一

允 2

2 = 0
,

1 ,

但级数
+ 。 口 + t城 ,

艺 ( 一 1 ) i ( h
` ” ’

(
a ￡R ) 一 h ` ” ’ ( o ) ) = 艺

l

是不收敛的

定理 6

因而方程 ( 1 )无解
.

对 R 二 十 加
,

结论类似
.

在空问C
”
〔 一 R

,

尺〕上
,

又二 1 /
a a ”
是算子 T的特征值 它只有一个线性 无 关

的特征函数 (j x)
二
尸 , 此时

,

当且仅当无
` ” ’ ( o ) 二 o且级牧

+ 七比 ,

艺 h `” ’
(

a `x )
,

i名 0

x 。 〔 一 R
,

R〕

收敛到关于
x 的连续函数时

,

方程 ( 1 、的解存在
。

证明类似于定理 5 ,

从略
.

利用定理 1 ,

由定理 5
、

6 可得

推论 1 在空间e
” 〔 一 刀 ,

尸〕上
,

( i )当 ,
一

1 /
a a ”

;!寸
,

如果 h ( x )
。`二〔

一 *
,

尺 〕

产> 0 ,

则方程 ( 1 )的解存在且唯一
;

( 11 )当丸
= 1 /

a a ”
时

,

如果人(
x
)
。 e二〔

一 刀
,
刀〕

, 。> o ,

h ` ” ,
( o )

= o
,

则方程 ( 1 )的解存

在
,

且在相差尸的常数倍的意义下是唯一的
。

如果 ( 1 )是函数积分方程组
,

即笋( x)
,

丙( x) 是函数向显
, 。 : ,

卜是 矩 阵
,

用 圣 2 中

的方法
,

不难得出类似的 F r e d h ol m 定理
.
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