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摘 要 通过几种有限波列的具体例子论证了具有一定的坐标不确定度 刁二 的空 间波函数

矽 ( 二 ) 所描写的状态
,

其动量不确定度刁P的数值强烈地依赖于沪的边界条件
。

当采用阶跃式

的尖锐边界条件时
.

便会导致无限大的动量涨落刁P
.

而当采用较为合理的平缓边界条件时
,

则不会出现发现的结果
.

关键词 涨落
,

不确定关系

、、户、矛
`

、
少

,IQ自Od
`

了.、 毛了.、了.、

1 引 言

在量子力学里
,

坐标 x 和动量 P之间的 H e i s e n b e r g不确定关系取以下形式

乙x 刁P》 h / 2

式 中坐标和动量 的不确定度刁
x 和』P分别定义为
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的系统波函数
; 而在动量表象里的波函数是
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它也满足相应的归一化条件
.

为简单起见
,

只讨论一维的情况
.

事实上
,

功( x) 和甲 ()P 之间满足的是 F o u r i份变换关系
,

而刁
x 和』p 则分另lJ是在 该 状

态 中的坐标和动量的方均根偏差 ( 标准差 )
,

本质上也是一种统计涨落
。

1 9 5 8年
,

B e e k和 N u s s e n z v e i g 〔 ` ’
通过对电子被具有尖锐边缘的单狭缝衍射问 题 的

分析
,

运用两种不同的计算方法
,

证明了在这种情况下
,

( l) 式左边的乘积』x 刁P 总 是

发散的
.

这一结论使得通常基于把 ( l) 式里的大于符号换成近似符号
〔 “ 〕而作出 的 一 些

论证失掉了根据
。

从 1 9 8 3年开始
,

U ff in k和 H i l g e v o o d屡次提出主张说
〔 “ 〕 ,

这里 出 现

本文 1 9 9 1年 1 月 26 日收到
*
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的发散性
,

是由于不恰当地使用了如象 ( 2 )和 ( 3 )两式那样的不确定度定义的缘故
.

他们

并且提出
,

应当使用一套新定义的波函数宽度来描写坐标和动量分布的集中程度
,

这样

就可以避免发散而建立一种比较有意义的不确定关系
.

另一方面
,

F ey
n m a n

假设了一种 G a
us

s型狭缝来处理单缝衍射问题
“ ` ’ ,

解出 的 电

子衍射波函数仍然是 G a
us

s型的
,

肯定会同时存在有限的』x 和刁.P

由此 可见
,

文献 〔 3 〕关于 电子单缝衍射波函数所对应的乘积刁
x 』P趋于无限大 这 一

结论
,

不是最后的定论
.

在这个问题上出现或者不出现发散
,

取决于缝隙边界条件的选

择
,

而不是由于刁
x 和刁P的定义合适不合适 的缘故

。

此外
,

我们曾经指出
〔 5 ” ,

不仅在单缝衍射
,

而且在具有尖锐边界条件的有 限 等 幅

波列
,

同样会出现无限大的动量涨落刁P
.

因为衍射问题的精确解比较复杂
,

人们也常常

采用同有限波列相类似的波包模型来近似描写狭缝衍射现象
〔 ` ’ .

为了进一步弄 清 楚 空

间波函数边界条件对动量涨落发散性的影响
,

我们选择了几种不同包迹 的有限波列对此

进行了讨论
。

2 有限波列问题

2
.

1 矩形包迹波列

这是一种在始端和末端都具有尖锐的阶跃边界条件 的 等 幅 正 弦 波 列 ( 以下采 甩

lP
a n c k常数 h = 1 的自然单位制 )

:
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它满足 ( 4 )式的归一化条件
,

用 ( 2 )和 ( 5 )式求出

刁x =
a/ 甲落

-

中 (p )
=

( 1 /甲万舀) (
5 i n k a

/ k )

左 二 P
。 一 P = ( P> 一 P

将 ( 8 )式代入 ( 3 )式
,

所求得的动量不确定度即动量涨落是

“ , 二

〔“ /二
· )

J
一

二
5`一 “ · d“

〕
音

( 9 )

这一结果明显是无限大
.

这里出现发散的原因是
,

虽然 ( 8 )式里的 1 k/ 因子保证了 甲 ( )P

是平方可积的
,

但在 ( 3 )式积分内的牟因子又增强了大动量的贡献
,

使 得 ( 9 )式的积分

在整条动量轴上都有等权而不收敛的贡献
.

于是
,

与 ( 6 )式的波函数对应的有限的刁
x 和无限的刁P的乘积

,

使得不确定关系 ( 1 )

式失去了任何积极的意义
.

这就是文献 ( 3 〕要提出新定义的分布宽度来代替 刁x 和 刁P

的主要依据
.

2
.

2 G a u s s型包进波列
’

上节出现的发散性
,

是否来源于 ( 6 )式的波函数在
x 二 士 a 两个端点上的不连续性

,

为此
,

换用一种充分连续的波函数 G a
us

s型包迹的波列

功(
x

) 二
e e 一 ` , / a , 一 i , 。`

( 10 )
、
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式中
。
为适当的归一化常数

.

由G a
us

s型分布的性质得

刁x 之 a
/ 2 ( 1 2 )

再从 ( 5 )式算出

, ( , ) = (
。 a

z心了 )
。一 。 , k Z

/ 4 ( 12 )

这种动量分布也是 G a u s s型的
,

因此有

刁P 二 l /
a ( 1 3)

最后得出

乙x 乙P = h / 2 ( 1 4 )

亦即 ( 1 )式取等号情况下的
“ 最小

”
不确定关系

,

这是为大家所熟知的
〔 ’ 〕 .

在坐标空间和动量空间中同时呈现 G a u s s分布
,

以及这种分布在两侧边 缘上的良好

启勺收敛性
,

保证了 以上两种涨落的乘积采取一切可能值当中的最小值
.

然而
,

正是这种

良好的收敛性忽略了动量分布高低起伏的细节
,

只留下了 ( 1 2 )式所表示的动量空间里平

淡的单 峰结构
.

在文献 〔 4 〕里所得到的 G a
us

s 型狭缝衍射问题的解
,

亦表现出同样内

性质
.

因此
.

应 当认为G au
s s型分布所决定的边界条件

,

只是一种很特别的情形
,

在此

模型的基础上得出的结论是没有普遍意义的
.

为了单独估计坐标空间里波函数边界条件

对动量涨落的影响
,

必须再考虑别的一些例子
。

一

2
.

3 梯形包迹波列

为了避免阶跃式的边界条件
,

选取一种其幅度 ( 模 ) 连续变化的波函数
.

它依次经

历了一段长度为右的线性增幅段
,

一段长度为2a 的等幅段和一段长度亦为 b的线性减幅段

这三个阶段
,

亦即是一种等腰梯形包迹的波列
泣p o X
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由 ( 4 )式定出的归一化常数是
c = 〔 2 (

a + b / 3 ) 〕
一 , / 2

( 1 6 )

为了便于观察
,

把按照 ( 5 )式计算的甲 ( )P 分成等幅段的贡献 A 以及增幅和减幅段的

贡献 B两部分
,

即
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可见
,

当b 二 O时
,

( 17 b) 式的 B = o
,

这时 ( 17 a) 式的 A 就回到了 ( 8 )式
、

即矩形包

迹波列的状态
.

而 当乙笋 0 时
,

( 1 7 b) 式里后面含 1 / k因子的那一项恰好同 ( 1 7 a) 式 相 抵
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销
,

结果使得 ( 1 7c )式里的甲 ( )P 只剩下含 l/ 矿因子的那一项
。

这样
,

就必定会 降低 积 分

式 ( 3 )的发散度
,

得到有限的动量涨落』.P

计算出的答案果然如此
。

运用定积分公式
〔 “ 〕

蚕二一
`

一
`一 , X `一令“

·
(一 “ ,

( 1 8 )

得到的动量不确定度是

乙 P二 〔 b (
a

·

于吞 / 3 )〕
一 ` /, ( 1 9 )

结果
,

当b铸 o ,

即采取非阶跃的连续边界条件时
,

动量涨落」P的确保持 有 限
.

另

一方面
,

( 1 5 )式的空间分布显然具有有限的标准差』x
<

。 + b
.

这样
,

在不确 定 关 系 式

( 1 )的左方就不再出现发散
。

运用 ( 2 )式和 ( 1 5 )式的波函数可算出
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以下讨论两种极端情况
:

①当取等幅段
一

长度 a2 二 o ,

即取底边长为 2乡的等腰三角形包迹的波函数时
,

有

刁x 二 b/ 了万
,

刁P 二 丫了b/
,

刁x 刁乡= 侧亏万6h二 0
.

5 4 s h

这一结果相当接近于 G a
su

s型包迹波列的结果 ( 14 )式里的极小值
。

②从 ( 2 1) 式容易看出
,

当比值 a
b/ 从零开始逐渐增大时

,

乘积』x

断增加
,

无限止地离开 ( 2 2 )式所示的最小值
.

而 当a/ b》 1 时
,

有

乙x
澎

a
/记丁

~ , 」P澎 1 /训丽
几

,

刁x 乙p“ 了万7息石h

( 2 2 )

刁P的数值也随着不

( 2 3 )

于是
,

当b/
。 ” o 时

,

乘积乙
x 刁p按侧刃石

,

趋于无限大
.

这样就回到了 2
.

1节的结果
.

在文献 〔 1 〕里
,

也把这种情形当做是单缝衍射问题的初步描写
.

当 b《 a 时
,

( 2 3 )式表示乙x 刁P 强烈地依赖于波函数必( x) 的边界条件
,

并且仅决定于

等幅段同增 ( 减 ) 幅段长度的比值 a/ 6
.

因为
,

乙二 o 时价( x) 在两端不连续的边界条件
,

只是一种不现实的理想化情况
; 这种结果意味着

,

动量涨落无限大 的不合理结果
,

来源

于所采用的不现实的边界条件
.

2
.

4 双梯形包迹波列

为了进一步提供双缝衍射问题的一种简化模型
,

我们再研究两个其中心相距 21 的相

同的上述梯形包迹波列
.
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c e ` p o x .

(
c
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} 一 l + a + 乙)
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/乙) ( 一 !

x
} + l + a + b ) e i p o x

l 一 a 簇 }x ! ( l + a

l 一 a 一 b夏 】x
! ( l 一 a

l + a ( l
x

l成 l + a + b

) l + a + b
,

l
x

! ( l 一 a 一 b

( 2 4 )

l> a + b
, c = (

a +

l
x 】

b / 3 )
一 ` /“ / 2
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计算得 出
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于 )

当取 b* O时
,

甲 ( P)

( 2 5 )式变成

而
犷蓄去

。 。 S“ s ` n ` “

这就是具有尖锐边缘的双狭缝衍射 问题的一种近似描写
.

不难看出
,

( 26 )式同 ( 8 )式灼

甲 ( )P 一样
,

会导致无限大的动量涨落』.P

在 b祷 O 时
,

运用定积分公式 ( 15) 和
〔 7 〕

I争一
,

一
`· ; X S̀ · : X d X 二

斋` ,“ 一 2
一

: ,+ ,“ + 2一 : , 一 2 ,“ 一 : , ,

a ,

口
, 了> 0 ( 2 7 )

可求出动量涨落为

刁P = 〔右(
a + 乙/ 3 ) 〕

一 ` / 2

( 2 8 )

结果同 ( 19 )式完全一样
。

亦即是说
,

重复布置同样形状的波列
,

并不影响其动最涨落
.

在 l》 a + b
,

即两缝间的距离比缝的宽度大得多的情况下
,

显然有

刁x二 l ( 2 9 )

于是
,

不确定关系变成

乙x 刁P澎 lh /训 b ( a + b / 3 ) ( 3 0 )

当吞铸 。 时
,

( 28 )和 ( 3 0) 式都保持有限
.

但在这种情况下
,

( 3 0) 式的右方取决 于 缝

距对缝宽的关系
,

不会等于 h 的一个简单分数或倍数
.

例如
,

当 a = o ,

即取双三角形包

迹波列时
,

有

刁P = 训落
一

/ b

刁x 刁P二记了
~

( l / b) h ( 3 1 )

式中因子 l灿的出现
,

正反映了这种空间分布的特点
.

又如
,

当乙《 a 时
,

则有

助澎 1 /训石万

乙x 刁P二 ( l /了石石
,

) h ( 3 2 )

得到类似于 ( 2 3 )式的结果
。

3 讨 论

( l ) 文献〔 l 〕和 〔 3 〕的有限空间分布的状态会出现无限动量涨落的一些例子
,

发

散性都是同阶跃式边界条件相联系的
.

只要采取较平缓的连续边界条件
,

就可以消除发

散
。

对于物理上可能的情况
,

例如宏观障碍物对微观粒子运动的影响等等
,

使用理想的

丽薪孤廖萦不颧魏傀合适的
.

有理由相信
,

一且采用了较为符合实际情况的空间边

界条件
,

就会得出较为合理的结果
.

因此
,

文献 〔 3 〕所提 出的修改不确定度的定义
,

用

新规定的意义不够清楚的波函数宽度去代替它的建议
,

是不必要的
。
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( 2 ) 一般认为
,

只在多相共存的相变区域
,

才会出现无限大的涨落
.

所以
,

在普

通的稳定状态下
,

无限涨落应当被认为是不合理的
.

早在 19 0 2年
,

G i b bs 就注意到刚性容器的阶跃式边界条件对气体压强涨落的影 响
.

为了克服这一困难
, 1 9 3 6年 F o w l e r 曾经使用过非理想刚性的器壁来 计算 压 强 涨 落

.

1 9 5 5年
,

W
e a g c l a n d又用一种具体模型证明了

,

当所设定的器壁的连续边界条 件 趋 向

于阶跃式理想刚性条件时
,

原来保持为有限的压强涨落就会趋于无限大
〔 3 ’ .

这一结论同

本文
.

匀结
.

泉相峨
.

这种现象汀能是具有一定的普遍意义的
.

( 3 ) 曾
、

之
,

在平均值计算对统计分布
月

为边缘行为并不敏感的情况下
,

一些涨落的计

算结果则强烈地依赖于分布函数约边界条件
.

这一间题还没有引起足够的注意
.

无限涨

落的出现
,

到底意味着需要修改涨落公式
,

还是要舍弃一些常用的边界条件
,

这场争论

看来还浦等继续深入下去
.

作者感谢郝 泊林教授阳谭天荣教授的有益讨论
.
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