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摘 要 定义了强平的 Ba na 比空间
,

证明了若 X是强平的
,

则 X .
的范数是粗的 , 若 X具

有 K M P ,

则 X不存在等价的强平范数
.

关健词 粗范数
,

强粗范数
,

端点
,

K M P

文 〔 1 〕定义了 B a n
ac 五空间的粗范数

,

文〔 2 〕引进 了强粗范数的概念
。

粗性主 要 反

映光滑性较差的 B a n
ac h 空间的性质

,

如 B a n ac h 空间 C〔o 扩11〕和 I: 的范数是 粗 的
,

而 l
;

( A ) ( 入是不可数集 )的范数是强粗的〔1 , 3〕
.

本文定义 了强平性
,

是一类凸性很差

的 B a n ac h空间所具备的性质
,

如 B an ac h空间 c 。

就是强平的
.

证明了若 B a n ac h 空间 X 是

强平的
,

则 X炭 的 范 数是粗的
。

这表明若 X 的凸性很差
,

则 X . 的光滑性亦是很差的
。

文内还给出了 Ban ac h空间 X不存在等价范数 川
·

111
,

使 ( X
,
川

·

川 ) 是强平的 B an ac h 空

间的一个充分条件
.

定义 1 〔 ’ 〕 B a n
ac h 空间 X 的范数称为是粗的

,

如果存在
e
> 。 ,

使得对任意炸X和

古) o
,

存在 x : , x Z , ; 。 X
,

!}x i一 x !!< 占
,

f = 1 , 2
.

产。 S ( X ) = { x :
}}x {1 = i } 满足

: ( x : , 产) 一
:
( x

: , 拼)>
。 .

这里
:
( x

, 夕 ) 二 l i m t 一 ’
( }!

x + t
·

g }!一 卜 1} )
。

t今 0 +

定义 2 〔 2 〕 B a n ac h空间 X的范数称为是强粗的
,

如果存在
。
> o

,

使得对每一个二

S ( X )
,

有拼。 S (X )使得
:
(
x , 召) + :

(
x , 一 邵) )

e .

定义 3 B a n a e h空间 X称为强平的
,

若存在
。
> o ,

使得对任意 x e s (X )
,

有夕
, 2 0 5 ( X )

满足 x = ( , + :
) / 2 ,

且 l}y 一
:
{】》 。 -

明显地
,

若 B a n ac h空间 X是强平的
,

则它的单位球没有端点
,

故 X不可能是共辘空

间
。

定理 1 若 B an ac h空间X 是强平的
,

则存在
。
> 。 对任意在 U ( X ) 二 { :x 1!xll 《 1 }

上 达 到 最 大 值 的 介X气 有 y
、

二 (S X ), 使 得 f在吻
, 2 〕 上都等于其最大值

,

且

d i a m 吻
, z 〕之 。 。

这里。
, : 〕 = { x ! x 二 几梦 + ( l 一 久)

: ,

久` ( o
, 1 ) }

。

证明 若 B a h a e h空间X 是强平的
,

则存在
。
> o ,

使得任意
x o s ( X )

,

有夕
, 2 0 5 ( X )

,
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满 足 x 二 (夕 + : ) / 2 ,

且 {}y 一 :
{}》 。 .

如果 f 在 x o U ( X )达到最大值
,

则 }l
x
}}二 1 ,

故有 , ,

二。 S ( X )
,

使得
x = (夕 + z

) / 2
,

且 {{夕 一
: 】】) 。 ,

因而 f ( (夕 + :
) / 2 ) 二 f ( x )

,

但 f (夕 )毛 f ( x )
,

f ( : ) ( f ( x )
,

因此厂( x ) “ 沂(夕 ) 二 f ( z
)

,

所以有 f (几g + ( z 一 几) : ) 二 f (
x
)

。

对任意几
。
( 0

.

2 )成

立
,

即 f在〔夕 , z 〕都等于其最大值
, ’

且 d i a m 〔梦
、 z 〕) e .

定理 2 若 B a n ac h空间 X是强平的
,

则 X . 的范数是粗的
。

引理 〔 “ 〕 对 B a n ac h 空间 X 的范数】1
·

1}
,

下面性质等价
。

( 1 ) 1卜{}是粗的
:

( 2 ) 存在
。
> o ,

使得对任意
x o s ( X )和占> o ,

有 g e s ( X )
,

满足 Ily 一 x
}}< 占

,

且

d i a m ( A (
x
) 日A (夕 ) ) 》 e 。

定理 2 的证明 既然 X 是强平的
,

故存在
。
> 。 ,

使得对任意农 S ( X )
,

有 y
.

二 S ( X )
,

满

足 x 二
( , + :

) / 2 ,

且 !l, 一
二
11)

。 .

对任意 f o s ( X
.
)和任意占> o ,

据 B i s h o p一 p h e lp s
定理

,

存

在 x o s ( X )及 厂、 。 A ( x ) 二 { 厂。 S (X 带 ) : f ( x )
二 z }

,

使得 }!f 一 f二 11< 占
.

由于 X 是强平的
,

故

对
x o s ( X )

,

有 万
、 : ` S ( X )

,

使得
x 二

(夕 + z ) / 2
,

且 11万 一
: 】1) 。 ,

因而对任意 F o A ( f )
,

有
, 镇 }}夕一

: }} ( !{万 一 F {} + 1}F 一
:
1}

,

故 }}夕一 F }}》 。
/ 2 或 }}F 一 二

}}>
e
/ 2

,

又 万 , : 。 A ( f
、 )

,

所

以存在
。
/ 2

,

对任意 f o s ( X
常 )和占> o ,

存在 f
二 。 S ( X

今
)

,

使得 }!f 一 f二 11< 占
,

且 d 1a m ( A ( f ) U

A ( fx ) ) 》 叮 2
,

由
.

上面引理 6即可知 X . 的范数是粗的
.

虽然 B a n ac h空间 X 是强平的时
,
X 辛的范数一定是粗的

,

但 X . 的范数可能不是 强粗 的

如 B a n a 。 h 空间 c 。

是强平的
,

但 l: 二 c
尹的范数不是强粗的

。

不过
,

有下面定理
。

定理 3 若 B a n ac h空间 X是强平的
,

则存在
。
> O

,

使得A
: =

( 介s( X勺
:
id

a m A (了)

)
。
} 是 (S X勺的稠密集

。

证明 既然 B a n ac h空间 X是强平的
,

故由定理 1可知
,

存在
。
> o ,

使得对任一在 U (X )

上达到最大值的 f o s (X
今
)

,

存在 y
、 : 。

( X )
,

使得 f在 〔y
, : 〕上都等于其最大值

,

且 d i a m 〔g
,

z 〕》 。 .

因而 f物 ) 二 f ( : ) = 1}f】1二 z ,

即 参
、 z o A ( f )

,

因此 d i a m A ( f ) )
: .

而 由 B i s h o p
-

p he 1P s定理可知
,

在 U ( X )
_

上达到最大值的厂韶 ( X勺在 (S X勺上是稠密的
,

所 以 A 。 = { 介S

( X 辛 ) : d i a l n A (厂) > 。 } 是 S ( X 来 )的稠密集
.

由于 B a n ac h空间 X范数是强粗的当且仅当存在
。 > 。

,

使任意 彩 (S X )
,

id
a m A ( x)

》 。 〔 3 ’ ,

由此
,

由上面定理 3 可知
,

当 B a n ac h空间 X 是强平的时
,

X . 的范数具有比

强粗略弱的性质
。

既然强平的 B a n ac h空间 c 。

是可分的
,

故有等价范数使
c 。

成为严格凸

空间
,

囚此
,

严格凸的 B a n ac h空间可以具有等价范数
,

使其等价范数下是强 平的
。

但

对 于具有K M P的 B a n a c h空间
,

则不存在等价范数
,

使其在此范数下是强平的
.

定理 4 若 B al l ac h空间 X具有 K M P
,

则 X不存在等价范数 琳
·

111
,

使 ( X
,

川
·

川 )

是强平的
。

证明 若 X 有等价范数 111
·

川
,

使 ( X
,

川
·

111 )是强平的
,

则 U ( X
,
川

·

111 ) 没有端点
,

而 U ( X
,

川
·

111 )是 ( X
,

日
·

日)的一个有界闭凸集
,

故 X 有一个有界闭凸集没有端点
,

但这

与 X具有 K M P矛盾
,

因此命项得 证
。
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