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一 类 非 线 性 退 缩 椭 圆组

弱解梯度的�
�一
估计

陈宝耀

�中山 大学数学系�

林长好

�华南师范大学数学系 �

摘 要 利用 ����
�
������ 提出的�

�
类函数的性质 和 带�

�
类权函 数 的 �����

�� 空间

� ’
�口

，
��

，

劝的嵌入不等式
，
对满足控制增长和自然增长两种条件下的拟线性退缩椭圆组

，

本文建立了弱解梯度的�
�一

估计
�

只要久
�
���

���，

就可将�
�

��������� 关 于一致椭圆 组的

有关结果推广到退缩椭圆组
� ，

关健词 退缩椭圆组
，
梯度的�

� 一

估计
，
��
类权函数

� 引 言

文 〔�〕建立了带�� ���������〔“ 〕权函数的������
�
嵌入不等式和���

����。不等式
，

并用以证明带�
�
类权函数的 一类拟线性退缩椭圆方程弱解的正则性

�

弱解梯度的厂
一

估

计是将文 〔“ 〕关于一致椭圆组的部分正则性理论推广到带�
�

类权函数的退缩椭圆组 去 的

一个关键性步骤
，
由于久���在�中既可取零值

，
也可趋于无穷大

，

为了避免无界系数情形
，

限于讨论退缩椭圆组
，
本文加上 久��� 有界的条件

。

证明了
� ①若有界函 数 久���翻

� ，
则

���，不 �几��
�

�《 ���
� ，

��
，

��
， 一 ���

下落万二厄
， ②把 � ‘

�甜�的嵌入临界指数
，
的概念扩 展 到

加权�����
��空间�

’
��

，
又�

，

从而扩展了两类增长条件概念
，

并建立了加权的�
������

�

�������。不等式� ③证明只要�����‘��，

则�
’
�。

，
�“ ，‘�弱解 。 。��冀�

“ ，
�“ ， “� ‘，�

，

�� �
。

记号
�
�二�

” ， �� �
，
是有界开域

，
口�表示�的边界

，
�� � ��

��
。
�表示以� 。

为中心

�为半径的球
， 。 。

表示单位球体积
，
设���

” ， 】��表示它的体积 。

， � ， ” 、

�
， � ， 、 ， ， � ，

�
， ， ， 。

洲气乃 少二 �
�

护 、�少��， 付 不 工了
，
工 � ，

工 ‘ ·

� 五 乙

、 、 �

又��
�
�
【
�
���������

，

万
。 �二 ��

击�
������

�

木文采用重指标记号
，
即上下标�

、

�相同时表示从 �至�求和 ， 上下标� 、

夕相同时

表示从 �至�
求和

。

用�表示各种情况下的常数
，

本文���。年 �月��日收到
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� ��
类函数的性质

非负可测函数又��� ��
尸，

������
，

是指满足条件
�

�� 二 ��� �
刀左 亩�

。 � “ ‘·��·，‘
亩�

。 。 “�·，

一 洲 五

�一 ’ ���
” 一 ‘
�的

�

��
、�尹，�上

���由�����
�
不等式知

�

�
�，

且有

若 ��叮��
，
又���。��

，
则几���。�

��

若几���。�
�，
贝��几丁

‘

献
� ‘�‘ ·，’ ‘

亩凡
“ ‘·，‘ ·

、��‘，
产

，口八��‘、户‘、

命�
�� “ 一十‘·，�‘ 亩�

。 � “一“ ·，�·

‘ 、 ‘
南�

。 ‘寸‘�，‘�，‘忐�
， ‘ 一� ‘·，�·，‘ �少

‘ “ ’ 一 刀刀
’ 一 “ ‘ ，刀

设注��� ���，

定义函数

����天
孟��

，
�

必 ”
���

久��
�

�

了��
�，
久��

� 。 ”

���天 赵丛�
一 � ��

一

丛旦业
一 ���尺

必� 。 ”

���

对于相差一个正系数的�
�

类函数
，

久
一 ’
��

，
��

。 。 。

由于又���有界
，

不妨设久��
�
�叽渺

十 “ ，

可以认为是同一的
，

故不妨设恒有

���

�。 ��
，��

，

于是
，

对 ���� �
，

有

天�
�

�鑫鱼〕
一

�尸�
� � ，

以�为底取对数有
�

�� �����天
久��

，
�

。 ”
���

由于沪是����

引理 �

久��
。
�

， ，�

�一 “ �一 � �，一
�

一，一

，一 。 。 �一

竺匕竺二的严格单调降函数
，
故得下述引理

。

曰 ”

存在正数�
。
和刀

，

使当���
。
时

�牡

� 一 �
�于�口� ��� ���

记 护�几�二 ���尹��
�，
几�

，

�左

若
犷�创久�则有

�。 � ���了�久�
月名
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�
一类非线性退缩椭圆组弱解梯度的��

一

沾计

· 、 〔�，
。 ��

鄂 〕�〔‘
。 �� “
贷

，一 �〕
。 。 天 『一 ‘ 《 ��刀��镇�尺”

���

任给
粤

��，�，。 ，

存在，以�、 ��，

由 ���有
刀 一 �

���

。 。 尸 �，一 �‘ �天”
�刀。 ��

，
刀。 �

�’� 卜 《
��

刀 一 �

由此推知
� ，。

�
��

九 一 �

另方面
，
由打�� 二�‘凡知

� 犷。 �
�九

刀 一 �

�刀

” 一 �

若
，� 尹，

由 ���和 ���有

�，�杏犷蕊久���

�� ���万而一 ���

一般地
，
我们得到下列定理

�

定理 � 设有界函数双��
���，

则存在正数�
。 ，
�
�

和�
�，

使当�《 �。
时

，

有

��

�，�
�

不�久��
，
���

��” ， �龙

牡 一 �
�� ‘

�拄

儿 一 �
���

� 加权�������空间与�������已不等式

定义范数

，‘·，，�·
�。

，
��二
�叽
�·�

·，�����

�
“ 尸

�，
�夕

，
丸�表。 上全体可测函数

�，

��“ ���
�

�。
，
�����

，

组成的�“ ����空间
·

侧�，、
若函数列�，

�

�亡�“ ���
，

记作夕��

定义范数

��
�
��万

‘ ，�

�。
，
久�

和�������空间

在�
”
��

，
幻中中

�” �及尸甲
�‘ 。 ，

则称向量 。 为
。
的梯 度

，

兰��
�
���

，
�。 ，，���日夕“ ����

，
�。

，��
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� ’ ，尸
�甜

， “�二少俪�关于范数卜“��，�
��

，
幻的完备化

万�
，尸

�。
，“�二�丁�，�关于范数 �卜��万

，，�

��
，
��的完备化

�
’ ，尸

��
，
��

，
丸�二 〔� ” 尸

�口
，
又�〕 夕

万�
，尸
��

，
�“ ，

��二 〔万�
，”
��

，，�〕 �

万 ’
��

，
久�二�

’ ，“
�。

，
久�

。 。 万�蕊��
，
几�表示对��

，二 二�
，
都有

。 。万 ，，�
��

‘ ，
��

�

引理 � �加权嵌入不等式 � 设几���。�
尸，

������
，
则存在正数口��毛口���不门

�
，

使得对�刀
�
二�

�，
��。 万�

’ ”
��

，
�“ ，

��及�天。 〔 �广�典下〕 ，

有
刀 一 夕��

�谕�
。 ， ，·，二 “�·��·

�“
���

�揣
，

�
。 � ，厂·，·“ �·，�·

�卡 �‘ “ ，

引理 �

和��。 〔�，

设丸���
‘��，

������
，
则存在正数至���口�户�和�

，
使得对 ����

。 ， ’
�石

�
�

渝护有

�一狐
�

� �

�

一
�二 “�·��·

�
吓 、 ��
�而命于

��

��
·
�
· “ ·�‘ ·

丫 �“

据文 〔�〕定理�
�

�和 〔�〕引理 �
，

可得一单调降数列����
，
其中�

。 “ �
，
����

十 �一 �“

‘。 ，一 ‘，“ 一
�价、 ，

� � ������
�

�七
一 ‘ 。

当���
�

时引理成立
�

记

��� �

于是当 ����
” 一 ���

二 时 引理也成 立
。

下 面 证明 当 � “ � �
� �

一
一

时引理仍成立
�

刀 一 ���。

由于����式左端是�的单调增函数而且有界
。

记� 二 �二�
� ，

�
。
��� �》 ��

。

由单调收敛定理有

���

” 一 ��。
。

�
，
�
·
�二，�一�

，
�
·
�

雌
�‘

一

���

” �

�，�
” 一���

一 ��万���
了�

�

���
︸

�
月

��一卜

� 一》

�

二

�一 卜

” 一 ��。
。

�
。
�二，�二 二

�
、

���

儿

” 一

���
�

�
�

又��
�
�

】��尤尸又��
�

朴 一
下长不�

， ， � � � �谈 �
月�

�
。
一
” 一户�“ 一���

。 一夕�弘
刀�

左
�

�

�
口
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�
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一

估计

同理可证引理 �
。

由于�’
�石

�

�二�
。 ， ’
�石

�

�
，
�’ �石

�

�在�
，，���

�，
又�中稠密

，
引理 �对

���，，���
， ，
�刀

�

幻也成立
�

当� � �时
，
得加权��������不等式

。

�
。 � ，·，’ “�·��“ ’

�
�， ，尸�‘，’ “�一 �一��” ‘“ ，

�’ ，‘，

�
刀， ，
一

‘’ “�·� �“ ’

�
。 ， ，夕·，’ “ ‘一 �一� ” ’ �“ ，

�“ ，‘，

定义 � 了 � ���
��

� 一 ���
�

，，�称为��
，� ��

�，

幻的嵌入临界指数
，
当久���。�

�
时

�� ， 一

— �、 � 畏�

社 一 �

�儿

九 一 �

与�
�

相对应的数列��、
�

�是单调增的
，
如果它有界

，

则 ‘ � �
。

例如
，
双�� 三 � 时

�� 三
�

就属于这种情形
，
此时

� “ �，��
，
卜 ��

设几���。�
�，

利用定理 �得加权������
� 一�������亡不等式

�丁
。 、 ，
一

，�“�·

�
‘ ’� 簇 �

��
， 。 ，�·，·“ ·

�
�’

泥 �

����

� 弱解梯度的�
�一估计

考虑拟线性椭圆组

一 。 。

�
·

护�
� ， ·

��口·‘ � ·，‘�二，�
二 ”，‘� ，

一 夕·

����

满足退缩椭圆性条件
�

，。������、 �

丫�
� ，。 ��裂�么、 ，�������� ��。�一

����

�
�

犷�
� ，�
��簇久��川

�
�了 � ��‘

，。
�

�作

” 一 ���
� ����

全 分
�� �二 �

�，‘，。 ��
�
“ � ·���“

， “， ��
�

，
���产�龟尹、、

一一
上刀产

�。 ‘��
， � ，

����《 ，�����刀�
�
“ “ 一

十
’ � �

。
�一

，� ��‘�����
����

』�

�。 卜 �熹
�。 “ �

�
� 刀

‘�厄
�� �一 “ 一

��
，
丸尹 ���

称为控制增长条件
�

或者

�
�

��‘��
，� ，
口���《 凡�����尸� �卜 “ � �夕‘ ��

， ���
�

或 �����
，�，
夕���《 产久�����尸� ��下��‘ �

称为自然增长条件
。

����

����
矛
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若
�“�

‘
�。

，
�
� ，
几�对�价

〔�吕�。
，
��

，
久�或者�〔��。

，
��

，
久�自�一�。

，
���对 �功“�

��
，
丸�门�‘ ��

，
���满足

�甜

�
二「

·

丫�一��尹
·，� ·

��一�〕�
·
叻、�一丁

。 “ ‘�
一

夕·，价“ ·

����

则称
。
为方程组 ����的弱解

。

定理 � 设非负函数又���有界并且久
�

���。�
�，
条件����� �����戈立

，
则方程组 ����

的弱解 、 ��蕊�
“ ，

尸
， “�

，。� “ ，
且当�充分小时

，

有

〔�
。 �
���

·
�� �

·
�
· ‘��· “�〕 �· ‘� · ‘，��

仔
。 �� ‘，。 · ，��· ‘·‘名��“�·〕 ’ ‘�

� 〔�
。 ��
��厂�� �� ��· �一 ��〕 ��·

� 二 � �

于
。 ��
�。 �青

��� “ 一

辛’ ‘’ �。 �� �二��

����

证明 设袱��是标准的截断函数
，
在����中令

功� �� 一 ����。
�

利用条件����� ����得

�
。 �，�· ，�“ ‘·���‘ ��一

�
。 ��
�

一
�
� “�· 十 �

�
。 ��
�
一

��

一，�·

��

�
。 ��
�
·
�
·“�· ��
�
。 ��
�‘ �

���·

�

�
。 �� ，。 ‘

·

，

一
，“ ·，��

����

现在估计上式右端各项

由几
�

���。�
�，
知凡���

。��， �，
于是当�镇�

，
时

，
由����有

�一

�
。 ��
�

一
�

�
� “�·、 ·“ ‘�·，一含〔�丁。

��，�· ，“ “�·，’ ��

·

‘
工

�� ，。 · ，� ��“ ��‘�·���� �
工

�� “ � ��
�·�

��。

〕“
“

簇��
” �”凡��五

��

�
’ ‘ 。

利用���式得

‘���·�一�

丁
。 �，
��·�

�“���� 了
目

��一�
。 ��
��

·
��
�了����

� �。

久��方
��
�几�刀

��

�
一 “
簇��

一 “ 几几���
��

�人
一 “
�刀

��

����
一 ”

。 � ，’

�
�

�
�， ， ， � ��

、 � �， ， ， �

。 ， 。 。 ，，「
，
�

八
一

�
��� ’ “ 一 “ �“ ‘一九��飞 习

。 ��，丫“ �
一几�� � 七 、式 �

’ 一

了
。 ���厂“ �几“ ‘ ��� ‘ “ ��

当�
�簇�时

，
几���。� �� ，

由����得

�
一 “

�
。 �� ，

一
‘二 “�· 簇�“ ��·

�
’ 一
透

一

“ ���名·�
毕��

���
��· �

�，�
��
“ ‘

，

��
。 ��
��

·
�“
�，�
�
�一 ‘
��

“ “ 、 ��一
��‘一 ‘��·�子 ‘ �‘��·�旱
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�
一炎非线性退缩椭圆组弱解梯度的����

，一
沾训

·

�丁
��� ，�·

�
���·

�呼 〔�
���

�，�·�‘ �‘�、 � ��一 �·〕““
��，

如果 �����
�

岁
�

�

，

由 ���上式可化为

�一

�
���

�

一
，�“�� 、

奋百
��� ，“ ·“�“�� � �

�
�一于

。 ��，�· ，‘ � 了���
�
�

如果 �������
，
接 ����则有

�一

�
。 ��

一
�
�“�· 、 �
��

。 ��
�△· ，�“�·

�
�

飞
‘ ，

�
�

�‘�

于
。 ��
��· �，

� ‘��·

�毕
可见��� �式同样成立

，
一般地

，
当

� � � � … 十 � � ’ � �
��

�
。

� �

� 一 —
� �

—一
二『一一�� �

— 气、 � 、 、 、 。 一 一
�

一
艺化

� 十 … 十 � �一�

��
一 �

时
，
经过介次步骤同样得����式

�

�
刀��

�
·
�
·“�·�‘ ·、 �

�
。 ��
�

一
�
·“�· � � “��

�·，’一
��

，�� “· ，“�
��

�

���，

利用���式有
“ ‘��·�’ 一 �

��
���，· ‘“ ‘·��·

�
�、 �‘ ���左

�
�一

��
。 ��
��

·
�
·
��

�了��·

�
� ‘ “

·

��
���

�…，�·

�书巧
。 �� �‘

黑
一

�二

�旱
、 ��·

�于
。 ��
��

·
�
�“�������� �

合�
���，· ，·“��

把加权�
������

一
�����己��不等式 ����和 ����代入 ����得

�
，�� ，· ‘�“�·���· ‘

未
��，· ，� “��‘ ��·�� � �

��
，��
�△· �

���

��
� ‘ “

由 ����式得

����

����

�
一

�通、、刀�

�
刀��
�。 ��

一
“�· 、
��

。 �� ，

一
，�“�·
�

一

弄��
。 ��

���不�久��

︸一
‘�人�声、

�
、、�了

把 ����

当小时有

《

���

乡�
��� 、�一“�· � ���’“ ‘ 一

十
’

�子
，�� ，。，

不�久��

�
、

����和 ����代入 ����
，
然后两端加 上 ����式

，

����

当 适

�
�

��厂
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