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后屈曲立管在周期流作用

下振动特性预测方法

孙 明 光

( 应用力学与工程 系 )

摘
’

奥

分析研究在波与流扰动下的后屈曲立管运动
,

导出了单模运动的非线性方程
,

利用周期

倍化分叉方法
、

M el in k。 , 法以及 孩接求时域解方法
,

讨论了亚谐振发生的条件川流与沙的

影响
,

获得混沌及亚谐振发生的波幅 /阻尼比的门槛值
,

不同方法估计的门槛值是基本一致

的
。

关健词
一 分叉

,

谐振、 混沌
,

立管

文〔 l 〕讨论了立管在流作用下的多参数分叉
,

另文还讨论了屈曲立管在波浪作用下

的谐振
、

跳跃现象及混沌振动 ”
。

本文将讨论后屈曲立管在波与流共同作用下的运动
,

出现的现象比前文
` ’
所讨论的情形更复杂

。

l 基本方程

考虑一后屈曲立管由于波与流共同作用而振动
,

如图 1 所示

Z爪

图 1 立管的计算模型
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设立管自重为平
。 ,

长为L
,

下端有效张力为P co
,

立管在波与流共同作用 平面内作

弯曲振动
,

则位移g 将满足如下方程
〔 “ 〕
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其中
, t为时间

,

Z为沿直高度
,
E为杨氏模量

,
I为横截面积矩

, m为单位长立 管质量
,

C
z

为附加质量系数
,
D为横截面直径

,
A为横截面积

,
C D
为阻力系数

, p为水密度
, 亡为

阻尼系数
,
U为流速

。

在波与流作用下
,

来流速度可写为如下形式

u = u
。 + u 。 ( z )

s i n o t ( 2 )

当U
。 二 o 时

,

就成为单纯波浪作用情形
.

设流速较大
,

并引入无量纲量
: Y = 盯 L

,
Z 二 之
拜

, 产 = 平比V E I
,
久= P oe 夕 / E l,

e =
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( 其中。 。

为特征频率 )
,

则 ( 1 ) 可写为近似的无量纲形式
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其中
, = 〔 ( c 二 A口 )
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2

〕于卫偿乒
,

c , 二

卜 C!

中 = a r c t g ( C o A。 /D C。

oU )
, v == 。

加
。

为简单起见
,

边界条件只讨论两端简支情形

Y ( 0 ) = O = Y
z z

( 0 )

Y ( 1 ) = O 二 Y
z z

( 1 )

( 4 )

( 5 )

2 立管的运动

对于固定的拌
,

设立管处于第一屈曲模态
,

在波与流共同作用下立管产 生 振动
,

因

而产生附加 的端部压力
,

使久在久
:
附近变化并小于久

:
的值

。

设立管
n
阶屈 曲模态为功

”

(习
,

满足方程

功
。 2 2 2 2 一 〔(产人+ 久
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及边界条件
: 功

。

( o ) = 0 = 价
” 2 2

( o )
,

功
。

( z ) = o = 功
。 z :

( z )
-

将立管在振动时的位移写为

Y = 习 价
n

(
:
)叮

。

(
:
)

翻= 1

( 7 )

以下仅考虑一阶模态
,

则

Y = 价: q l

将 ( s ) 代入 ( 3 )
,

并利用 ( 6 )
,

则有
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由上式可知 M = 孟: 一 久
,

因而 ( 10 ) 变为

。 : T : + e . 口l , + ; : 一 q t
== 丫, + 口

. : i n ( , : + 币 )

其中 户 = ` /皿
,

尹 = 了 / M
,

尹 = 口/ M
。

在波流干扰不强的情形
,

下列近似解是足够的

q : = c。 + c : s i n (
, : + 价)

将 ( 2 2 ) 代入 ( 2 1 )
,

并分离常数项
、 s i n ( v

: + 功)项及
e o s ( , : + 必)项

,

可得
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co 一 c o + 万
c o c , + 丫一 = U

。 : 一 ` ! , : 一 3 。

乙
` ! 一

寻
。

:
== ,

· “ 0 5“ 一 ` ,

c : c . , == 夕
. s i n ( 币

一 功) ( 1 5 )

在图 2 中
,

示出了
c 。
及 ` :

的数值计算结果的例子
,

其中 丫. = 。
.

2
,

c’ = 。 。
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,

夕
. “

0
。

00 1及。
。
0 0 6 6

.

我们仅关心其中曲线 ( 2 )
。

饥

一 ,盆

,
一
O

一
份 ,

.0 0e

C o

O
一

, 0
一
, 0 一 9 ,

.
, 护

。
.

怂

d
.
0

. . . .一
.

一
. 臼 . .

-
-

-
. . . . . . . 叫 , .

一
`, )

《助

图 2 e o

( , )及 e i ( , )曲线
F i g

.
2 C u r v e s c 。

( , ) a n d e i ( v )

(a ) C u r v e s e 。 ( v )
,

( b ) C u r v e s c i ( , )

刀* 二 0
。

0 01

—
,

刀
. = 0

.

00 6 6



第 3期 孙明光
:

后屈曲立管在周期流作用下振动特性预测方法

由方程组 ( 1 3)
、

( 14 )及 (5 1)可知
,

波与流共同作用产生的情形
,

比单纯波或

流的作用要复杂得多
,

方程组可能存在 1 至 9 个解等多种情形
.

现讨论解 ( 12 ) 的稳定性
,

为此考虑摄动解

q : = q : + 占q ( 工 )

将 ( 16 ) 代入 ( 1 1 )
,

并略去高阶项后
,

可得

其中
,
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在方程 ( 17 ) 中
,

由于砰 与增 。 。 5 2 :
项的存在

,

根据 M at h e u
不稳定性理论

( 习〕 ,

当 , 接近了石 时
,

可能发生亚谐振
.

类似的
,

由于叱与甘co
s : 的存在

,

当 州 2 接 近于

了石时
,

也可能发生亚谐
。

前者发生亚谐振条件是

( `言
一 , 2 ,

念+ ` 。 2俨 一

奋堵
’
< o

( 1 9 )

后者发生亚谐振条件是

(几尝
一 , ’

/ 4 )
’ + c , 2 ,

丫4 1
, . 2 , _

一了 御 又 。 ( 2 0 )

例如
,

对于丫
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。
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。
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,
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。
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,

当 v = 0
。

9 3时有
c o = 0

。
2 1 2 , c : == 0

。

1 7 5
,

此时心
= 。

.

8 2 2
,

砰
= 一 。

.

2 2 2 6
,

堵
二 。

.

0 4 5 9
.

可验证 ( 1 9 ) 满足
,

但 ( 2 0 ) 不满足
,

即仅发生频率为 v的谐振
,

而设有更低频的谐振
。

又如当 , = 。
.

7时
,

co = 。
.

2 09 及
c : = 。

.

0 17
,

此时君
= 0

.

8 6 8 6
,

才
二 一 。

.

0 21 3 及 堵
=

。
。

00 04
,

可验证 ( 19 ) 及 ( 20 ) 均不满足
,

即无任何共振
,

解 ( 12 ) 是稳定的
。

利用 R u n g e 一 k ut at 方法
,

直接计算方程 ( 11 ) 在
, = o

。

93 时的时域解 ( 图 3 )
。

显

然
,

此时解是不稳定的
,

但没有v/ 2亚谐振出现
。

此与上述方法的估计是一 致 的
。

利用

P io n 。 a r e M a p的 4 点方法
〔 ` 〕 ,

也可证明此时特征值实部为正
,

解不稳定
。
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类似的
, , = 。

.

7时
,

( n ) 的时域解同时示于图 3 ,

此时解是稳定的
。

与前面结论

是一致的
.

利用 P io
n c ar e M aP 的 4点方法也得到一致结果

.

因此
,

利用这种亚谐振不断

发生
,

即周期倍化分叉过程
,

可以预估非线性方程解的一系列特性
〔 “ 〕 ,

但由于丸 < 1的

限制
,

故预估的范围可以在
,
小于 2 之内

.

为了对更大的
,
范围的解特性有所了解

,

并与

上述结果加予比较
,

我们下面再利用 M e
l in k o v

方法研究方程 ( 1 1 ) 的解的性质
〔 。 〕 .

由M
· `· “̀ 。 ·

方法计算的门槛值曲线 ( 图 4 )
.

“
鬓
> “ ( 。 )

(
·
,时

.

系统可能产生混沌

振动
.

当
鬓

> “ (二 1 ” )
( , ,时

,

系统可能 产生登阶亚谐振动
.

当
鬓

> R二 ( , ,
,

系统可能产

生 m阶亚谐振
。

由图 4 可以看出
,

对于
, = 0

.

93
,

口勺户 > 。
.

7时将可能出现 二 = 1的共振
,

这里的门

槛值 O
。

7比前面计算的尹 /
`辛 = O

。

00 6 6 ,0/
。

01 = 0
.

66 稍高
,

但相当接近
,

而 要 产 生专亚谐

振
,

由图 4 知
,

夕划声需大于 0
.

8 ,

因而当 口叮声 二 0
.

66 时不出现于亚谐振
,

这 与前面估

计是一致的
。

又如 , = 。
.

7时
,

由图 4 知需有夕叮尹> 。
.

98 才能产生二 = 1共振
,

这个值比 。
。

66 大 得

多
,

因而当
, = 。

。
7时

,

不出现共振
,

解是稳定的
,

这个估计也与前面的结果一致
.

但用

前述的亚谐振分叉方法估计的 v范围
,

如对于 m = 1共振为 2 ,

而用 M le in ko
v
方法估计

的
,
值为 2

.

6
,

要大一些
。

由图 4 可以得到在不同的强迫频率下
,

改变来波 ( 或流 ) 振幅口气 或改变阻尼 .c
,

所产生的亚谐振及混沌振动的过程
。

尹越大越容易混沌化
。

R
`。 ,

( 丫. 二 O )
。
卜

丫. 二 0 . 2 )

、

( 1
. “ 0 .

3 )

R 、 , , ( 了. “ 0 .

2 )

图 4 R ( o ) ( v )和 R ( m
, n )

(
v
)曲线

F i g
.

4 C u r v e s R ` o ) ( v ) a n d R `拼
, ” ) ( v )

3 实 验
, ,

在中山大学水池进行立管的模型试验
,

整个装置附连于拖车下
,

立管直径 1 4 m m ,

1 ) 孙明光等
,

中山大学水池实验报告
.

1 989
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长 1
。
8 4m

-

试验时立管运动由水下录像
,

顶部张力 由拉力计测量
,

波浪由浪高仪记录
.

试验的结果与上述结果定性相符
.

在波振 幅增大时 ( 从 o
.

l m 增大到。
。
Zm )

,

观察

到音亚谐振及更高阶谐振
。

而当流速增大时
,

除了偏离增大外
,

其他影响不容易分离
,

尚需进一步研究
。

4 结 语
( 1 ) 用亚谐振分叉

、

或M
e ln i k o v

方法
,

或直接求时域解方法
,

来 预估解的特性
,

其结果是基本一致的
.

但亚谐分叉方法只估计周期倍化分叉的结果
,

而M e l n k o v
方法可

估计任意的二阶亚谐振
.

( 2 ) 当来流尹较大时
,

此时难以使用 M
e ln i k o v

方法
.

同时
,

当来波振幅 尹及阻尼

户不是小量时
,

也不能用 M le in k o v
方 法

。

但此时可用亚谐振分叉或直接求时 域解方法
。

当 了,
足够大

,

使得君为负值时
,

亚谐振分叉方法也不能应用
,

只能直接求时域解
.

( 3 ) 对不同的来波振幅或阻尼
,

在同一强迫频率下
,

其产生亚谐振及混沌过程的

次序是不同的 ( 见图 4 )
。

来波振幅越大
,

越容易混沌化
。

( 4 ) 在图 4 中
,

同时示出了无流情形 ( 尹 = 。 ) 的 R `。 ,
(
,
)曲线

,

可见有流与无流

二者谐振是极不相同的
。
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