
中山大学学报 ( 自然科学版 )

第 03 卷 第 3期
1 9 9 1年

A C T A S C I E N T I A R U M N A T U R A L I U M

U N IV E R S I T A T I S S U N Y A T S E N I

V o l
。
3 0 饨

。
3

1 9 9 1

遍历测度的一个定理及其应用
`

周作领 钟 沟

( 计算机科学系 )

摘 要

设了是紧度量空间上的连续自映射
.

本文证明
,

如果了的所有非渐近周期的非游荡点的集

合的基数是可列的
,

则了的遍历测度是它的周期轨道原子测度
,

且 f的拓扑嫡为零
。

作为推论

还得到
,

逐点周期映射有零拓扑嫡
.

另外
,

当 f没有周期点时
,

其非游荡点的集合的 基数是

不可列的
。

关健词 非游荡集
,

遍历测度
,

拓扑嫡

1 引 言

文〔 1 〕引进了拓扑嫡的定义
.

估计拓扑嫡的值
,

特别是找出拓扑嫡为零的条件是动

力系统理论的一个重要而又困难的问题
。

本文首先证明遍历测度的一个定理
,

然后 由此

证明
,
对于紧度量空间上的一个连续自映射

,

其拓扑嫡为零和非渐近周期的 非 游 荡点

的集合的基数有关
。

作为上述结果的简单推论
,

证明了逐点周期映射的拓扑嫡为零
。

本文记 ( X
,

d ) 是一个紧度量空间
.

f是 X 到 X的连续映射
。

以尸 ( 厂)
,

g ( f ) 和
e nt ( 矛) 分别记 f的周期点集

、

非游荡集和拓扑嫡
。

2 预备知识和主要结果

以下参照 〔 2 〕的记号
。

记毋 ( X ) 为X 的 B or
e l子集的 a 代数

.

M (X )为定义在可测空间 ( X
,

多 ( X ) ) 上的

所有概率测度的集合
.

M ( X
,

f ) 为M ( X ) 中所有对厂不变的测度的集合
.

E ( X
,

f ) 为

M ( X
,

f) 中所有对 f是遍历测度的集合
。

所以
,

M (X )二 M ( X
,

厂) 二 E ( X
,

厂) 今人

M ( X )在弱收敛拓扑下是一个紧度量空间
。

M ( X
,

厂)是M (X )的一个凸紧子集
.

对 耗X
,

丫 A。罗 ( X )
,

定义

x eA
,

x ` A
,
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则占
二。 M ( X )

。
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定义 1

. 口 . .

设 , “ M ( X )
,

如果 ” 一

蓦
p `占X ` ,

其中 x `“ (X )
,

p ` ) ” ,

纂
: p ` = ’ ,

则称二

是纯原子测度
。

定义 2 设
x “ X

,

如果存在一个 p ` p ( f )
,

使落题州 ( f
n

( x )
,

f
”

( p ) ) · ” ,

则称 x是

f的渐近周期点
。

用 A P (厂)记 f 的所有渐近周期点集合
.

以下定理是周知的
.

证明从略
,

可参见〔 2 〕
。

定理 A 设二。 M (X )
, 二跨 M ( X )

,

该> 。 ,

则价 ` m的充要条件是对X的每 个开 子集

U
,

l i m i n f 二 ; ( U )妻二 ( U )
。

定理 B 设 N ) 1 ,

二 X
,

则尸 ( x) = x 的充要条件是

1 上
1 。

天粼
“ , ` (二 ) `似 `人 ,了’

·

按照定理 B
,

尹的每个周期轨道可以看作是f的不变概率测度
,

故有p o f( ) C M (X
,

f)
,

其中 P O (厂)是 f的周期轨道集合
,

P O (厂)的元素称为 f的周期轨道原子测度
。

定理 C 设 m oM (X
,

f) 是纯原子的
,

则 二是 f的周期轨道原子测度的凸组合 ( 可能是

可列无穷个的组合 )
。

定理 D 设m o M ( X
,

f )
,

则 , 。 E (X
,

f )的充要条件是存在一个 Y 。牙 (X )
,二 ( y ) == i ,

犷 x o r
,

青氰
占“ “ ’

一
~ 今巾

.

定理 E
e n t ( f ) = s u p (几二 ( f ) 1二

。M (X
,

f ) } 二
s u p {h二 ( f ) !二。E ( x

,

f ) }
,

其中 h。 ( f )

为 f关于二的测度嫡
。

这个定理称为变分原理
。

以下是本文的主要结果
。

定理 1 当口 ( f) 一 A (P 了)是可列集时
,

推论 1 当 g ( f ) 一 A P (厂)是可列集时
,

E (X
,

f )
。 n t ( f ) ==

= P O ( f )
。

O
,

特别地
,

当X = P (了)
,

即 f 为逐

点周期映射时
, e n

(t 厂) = O
。

推论 2 当 P (了) = 功时
,
甜 (厂)是不可列集

。

3 定理的证明

首先证明 4 个引理

引理 1 当二。 P O ( f )时
,

h m ( f ) = 0
。

这是测度嫡定义
〔 2 〕的直接结果

。

引理 2 设 x eA P ( f)
,

即存在一个周期为N > 0的加(P f)
,

使得

l i m d ( f
”

( x )
,

f
”

( P ) )
= o ,

则

塔
。 ,` (二 ,
一箱

` ,̀ ( , )
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一
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_ _ 二 1 竺
` _ _ _ 、

_ 二 _ _ _
,

证 明 对入的仕 一 汁于果U 相便得极 P即
l m 不 乙 Oj ` l 。 、

( U )仔在的仕一汗 到’ .
K 茗二 O 、 人 l

叭< 、 < … <
: :

< … ,

易证
, · _

1
1 1 1 1 1

—

N 兀 一 1

“ , ` (二 ) ( U , ,
责氰“

了̀ ( , ) ( U ,
·

习浏
.

一振

由定理 A得证本引理
。

引理 3 设排 P (沂)的周期为 N> 0

1理二气

万髯
。 r̀ (。 )
一

1 退之 1 _

万戴
。 r` (。 )

显然这是引理 2的直接推论
。

引理 4 设
, n o M (X

,

f )
.

如果存在 r
。
男 ( X )

, n :
( r ) = i 且 r 是可列集

,

则 m是纯原子

侧度
。

证明 由于度量空间中单点集是闭集
,

所以 {x } 。多 (X )
.

犷众夕
,

令二 ( {x } ) 二 p 二
,

则 。 提尸二 ( 1 ,

由测度的基本性质易知
, m = 习尸声

, ,

其中 习 P 、 二 1
。

即 m 是纯原子测
劣君了 劣召 Y

度
。

定理 1 的证明 设排 P “ )的周 期为N > o 令 m 二贵昏
,* (。 )

二

( {
,

,

, ( , )
,

…
,

,“
一 `

( , )
})

= 1 ,

且 二 ·M `X
, ` ,

·

由定理 D和弓,理 3 ,

易见 二· E `X
, ` ,

·

这就证明了 P O“ ) C E (X
,

f)
。

往证尸O ( f )。 (B X
,

f)
.

设 二 (E X
,

厂)
。

由 定理 D
,

存 在

Y 。
多 (X )

,
Y二 g ( f )

,

且m (Y )
= z ,

使得犷 x o y
, 工岁。

, : / 、

n
下

。 了
,

Lx )一
二

。

可以肯定 Y n A (P 声)

今功
。

假设其不然
,

Y n A P (少) = 叻
,

则 Y已甜 (厂) 一 A (P 厂) 是可列集
。

由引理 4 , m 是 纯

原子测度
,

即 m = 其中
x ` e y

,
P i 》 o 习 尸` = 1

.

`= 1
由定理 C

,

每个 ix 是 周期

点
,

这就与 Y C侧厂) 一 A (P 厂)矛盾
.

从而证明了 Y 门月(P 厂) 今价
。

现在取 二 Y n A尸( f )
,

二
,

_ 1 丝二 1 _ .

_
. r

_

麟 讯
“ 了、 二 )
一

,
·

由引理 “ ,
’

易见 m护。
.f() 定理

孤
推论 1 是定理 1 ,

引 理 1 和 定 理 E 的结 果
。

当 X 二 P ( f) 时
,
显然X 二 A尸 ( f)

,

即 X 一 A尸( f ) = 功
,

故
e n t ( f ) = 0

。

推论 2 的证明 考虑限制映射矛!
。 ( f , : 日 (尹) 、 口 (了)

。

如果口 (广)是可列集
,

由引理 4 ,

则每个 m oM ( g ( f )
,

f l
。 (了,

)是 纯原 子 测度 按定理 C
,

二是周期轨道原子测度的凸组合
,

这与 P O (厂) = 功矛盾
。

值得注意
,

推论 1 的逆命题不成立
。

考虑下面的反例
.

设 g : : ,、 : `

是无周 期 点的

圆周连续自映射 (这样的映射是存在的 )
, e n t ( g ) = 。

。

但由推论 2 ,
g ( g ) 一 A尸 (川 = g ( g )

是不可列的
。
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