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B a n a c h空间中的一类非光滑

最优化问题的算法
*

王 大 麒

( 中山 大学数学系 )

减

摘 要 提供 B an ca h空间中一类非光滑最优化问题的 4个光滑算法
,

而且给 出 了 每

个算法的收敛速度和判别准则
,

还讨论它们在模糊优化中的应用
.

关健词 非光滑最优化
,

光滑算法
, B a n ac h空间

关于非光滑问题
,

文献〔1〕用次可微概念
,

〔幻用广义梯度概念
,

引出算法
,

二者代

表同一思路 , 本文用转化和逼近 的思路
,

引出非光滑最伏化问题算法
.

-

专

1 本文符号
、

假设和研究的问题
。

1 符 号

设 ( D
,

d) 是度量空间
,

D c X
,

f
, g , , … , g , : X ~ lR (数直线 )

,

J 表集 A的闭包
,

g ( x ) == m i n
{ g :

(义 )
,

…
, g , ( x ) } (

x o X )
,

F (
x

) = m i n
{ f (

x
)

, g (
x

) } ( x ` X )
,

M == m a x {F ( x ) l x o D }
,

M , 二 m a x
{ f (

x
)】x o D }

,

M : = m a x
{ g ( x )】x o D }

,

二 = m i n {g ( x ) ,
x o D }

,
刁

。 = M
。 一 勿 ( M

。
) M :

)
,

D : == D 一 D
: ,

D
: 二 互x l农 D

,

f ( x ) ( g (
x

) }
,
几

: ==

咖
x

( f (
x

) Ix o D
:

}
,
久: = s u p { g ( x ) lx o D :

}
,

D (几) == { x 】拢 D
, 夕 ( x ) ) 几}

, 中 (久) = m a x
<f (

x
) lx o D (久) }

,
E (孟) = { x ! x o D

,

夕( x ) > 久}
,

D .
(久) = { x Ix o D (久)

,

f ( x ) == 切 (孟) }
,

D .
( f ) = { x lx ` D

,

f ( x ) 二 M :
}

,

D
士( r ) 二 { x }x o D

` ,

f ( x ) = ` : }
·

占:
(孟

,
久
。

) = s u p { d ( x ,
D (沈

。

) ) lx o D (久) }
,
占:

(又
。 ,
几) == s u p { d ( x ,

D (孟) ) ! x o D (孟
。

) }
,

占:
( 4

,
之。 ) == s u p {d ( x ,

D ( 浇
。

) ) + d ( x ,
D (久) ) }二 D (浇) U D ( 4。 ) }

,

6 .
(几

,
久
。

) == s u P {d ( x ,
D .

(久
。

) ) }x o D .
(久) }

,
I = { l ,

2
,

…
,

fn }
。

。

盆 假 设

假设 I 设 ( D
,

d )是 B a n a e h空间 ( X
,

!}
·

}})中的紧集 D 构成的度量空间
,

d ( x , 夕)
==
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}! x 一 夕【!
,

f
, g L , … , g 。 :

X 、 R , ,

连续
,

在 D 上处处有梯度
,

且

。 = m i n
{夕 (

x
) }

x o D } = m i n
<f (

x
) !

x o D } 二 m i n
{g

,

(
x

) ! x o D }

= … = m i n
<夕二 (

x
) 】x o D }

。

假设 I 久1
> g ( x ) (

x e D Z
)

.

假设 l 久
1

) f (
x

) (
x o D :

)
。

假设 F 夕具有性质
: 占:

(久
,
久.

) , 0 (久、 久. ,
几。 ( 一 OO

,

M : 〕)
.

假设 V 只 x : e D , ,

使夕 ( x :
) > 夕 ( x ) ( x o D :

)
.

1
。

3 问 魔

问题 I 习伪光滑问题

m a x F ( x )
戈〔 D , 其解集记为 D :

问题 I 光滑问题

m a x 几

s .
t
。

f ( x ) 一 孟) 0

9 1 (x ) 一 久) 0 ( 。̀ I )
,

其解集记 为 ( D
弋

, ` .
)

.

问题 I 光滑问题

m a x
f ( x )

s .
t

.

夕i ( x ) ) 久( 1’ o I )
,

其解集记为D .
(几)

问题 那
.

光滑问题

m a x
f (

x
)

戈〔 D 其解集记为 D .( f )
. 闷

2 非光滑问题 I 的算法

下面所说的是把非光滑问题 I 转化为光滑问题 I
、

l 和 W的算法
.

2
.

1 满足假设 I 的一般性算法

( 1 )算法 I :
把非光滑问题 I 转化为光滑问题 I 的算法

。

求问题 I 的解 (x 气 ” )
。

( D兮
,

” )
.

( 2 )算法 1 :
把非光滑问题 I 转化为光滑问题序列

万

】】l a X

( I ` )
s 。

t
。

f ( x )

夕* ( x ) ) 久* ( 10 1)
,

k = 1
,

2

的算法
。

①

②

取乙
。 == 万

。 一 二 ( M
。

) M :
)

,
乙k 二 2

一
k刁

。

( k == 1 ,
2

当得到 `。后求问题 ( , 。 )的解 x

:
.

… )
,

4 : == 沉 + 2
一 `刁

。

③ 1 )
若 , 。 = f (式)

,

伟

.

若孟。 < f (气。 )
,

令 护 二

气
,

.x
二 气

,
停机 , 打印 ,
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几。
, : = 久; + 刁; ( k = 1 ,

2
, … )

,

蔺

礼
: 二
礼

, ; ,

去到② ;

3 ) 若 ; 。 > , ( x

: )
,

或 l’@ 题 ( 一、 )无解
,

令

义; , : = 孟̀ 一 刁; ( k = 1
,

2
, … )

,

浇k : = 浇k
+ : ,

去 ylJ ② ,

4 ) 若。 ( x

艾
。

) == 久; 。 ,

且 4。吝(掩> k
。 + 1 )

,

令

久. = 久。
。 , x . == x 。。 ,

停机
,

打印
·

2
.

2 满足假设 I 和其它条件的特殊算法

( 1 )算法 I :
满足假设 I 和 I 时

,

非光滑问题 I 转化为光滑问题序列 ( , ` ) 的 特

殊算法
。

把算法 l 中删去③ 4)
,

其余不动
,

就是算法 I
。

( 2 )算法万
:
满足假设 I 和 I 时

,

非光滑问题 I 转化为
、

光滑问题 W的算法
。

求间题万的解 x 、 D :

〔注〕 ( 1 )算法 I 比 1
、

I
、

那增加 T 一个参变量久
-

( 2 )算法 I
、

l
、

万依次从复杂变为简单
,

若对算法的条件 已检验清楚
,

自然选取

最简单的算法最好
.

卜

幸

3 算法判别

份
.

1 算法 I 和 I 到别

算法 I 和 I 仅需满足假设 I
,

而假设 I 可按通常的连续性和紧性检验方法检验
.

3
。

2 葬法 I 到别

算法 , 要求满足假设 I和 1
.

假设 I一般不容易直接验证
,

下面定理 1 和 2 给出充

分条件
。

定义 f : D , R ,
称为W

一凹的
,

是指 D 是凸集
,

V x , . o D 满足
: 1 ) f ( ( 1 一 a

) x + a , )

) m i n
{ f ( x )

,

f ( g ) } , 2 ) 若 f ( x )今 f (夕 )
,

有 f ( ( 1 一 a ) x + a 杏 ) > m i n { f ( x )
,

f (夕) }
.

若 ( 一 了)是平
一

凹的
,

称 f是平
一
凸的

。

显然
,

凹 (凸 )泛函是平
一凹 (凸 )的

。

引理 1 若夕` : D 、 R ,
( 10 1 )在D上连续

,

则夕 ( x ) = m i n {9 1( x ) I介 I } ( x o D ) 在D 上 连

续
。

证明 V x o D
,

V 。 > o
,

由夕i ( 10 1 )在 x连续
,

知存在邻域 。 ( x )
,

使夕。 o ( x )时
,

有

}夕i ( , ) 一 夕` ( x ) } ( 。 ( 10 1 ) ( z )

设夕 ( x ) = 夕 i (
x

)
, 夕 (夕) 二 夕 j (夕 ) ( f

,

j` I )
。

由 ( l )有

19 (夕 ) 一 夕 ( x ) l《 m a x
{ ! 9 1 (夕 ) 一 9 1 ( x ) I

,

1g j (夕) 一 g j ( x ) I》 <
e 。

即 g在 x处连续
,

由拢 D是任意的
,

知 g在D上连续
.

弓l理 2 若 g ` :
D , R`

( 10 1)是平
一凹的

,

则 g ( x ) 二 m i n
{g ` (尤 ) I论 I } ( x o D )是平

一凹的
。

证明 V x , 封。 D
.

设夕 ( x ) = 9 1 ( x )
, g (夕) = 夕z (夕 )

, 夕 ( ( 1 一 a
)

x + a 夕) = 夕。 ( ( l 一 a ) x
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+ a; )
,

i
,

j
,

阮 1
.

由夕` ( 10 1 )是W
一

凹的
,

有 1 ) 夕 ( ( z 一 a
) : + a , )

= g 。 ( ( 1 一 a
)

x + a , ) 升

m i n {g 。 (x )
, 夕。 ( , ) } ) m i n

{g (x )
, g ( ; ) }

, 2 )当 g (
x

)今 g ( , )时
,

若 g 。 (
x

) = 夕。 ( , )则由 l )

有夕 ( ( 1一 a
) x + a夕 ) ) m i n

{g k (
x

)
, g k ( , ) } = g k (

x
) > m i n

{ g (
x

)
, g ( , ) }

,

若 夕。 ( x ) 奔

夕。(夕 )则由 1 )有夕 ( ( 1 一 a
) x + a 夕)

= g 。 ( ( z 一 a )
x + a 夕) > m i n

{ g 、 (
x

)
,

g 。 (咎) } ) m i n
伪 ( x )

,

抓 . ) }
,

即 g是W
一凹的

.

定理 1 在假设 I 和 V下
,

有

( i) 若 沪 = M 二 M : ,

则假设 I 成立 ,

( 11) 若 占:
(孟

,
久:

) , o (久、 久:
)

,

或占:
(浇

,
孟.

) , o (几̀ 几.
)

,

则假设 I 成立
,

( 111) 若 D (浇
:

) == 刃 (之
:

)
,

或 D (久
.

) 二 刃 (几
.

)
,

则假设 I 成立 ,

( i v
) 若 D (孟) 。 刃 (几) (义。〔二

,

对: 〕 )
,

则假设 I 成立 ,

(
v

) 若 X是 H il b e r t空间夕在D上的相对极大值均相等
,

而在D上的任一非相 对 极

大值点: ,

均存在 e。
( 0

,
l )和 , 。X

,

使 x + a v o D (
a 。 ( o

, 。〕 )
,

且

( g r a d夕
,

( x )
, v ) > o ( 10 1( x ) )

,

其中 (
· , ·

)表内积
,

I (
x ) == { i }10 1

, 夕i ( x ) == 夕 ( : )卜
,

则假设 I 成立 ,

( vi ) 若 g : , g : … , g 二是凸紧集D上的W
一

凹泛函
,

则假设 l 成立
,

系 1 若 g : , g : , … , g 。是线性的
,

则假设 I 成立
,

系 2 若 g : , g : , … , g m是凹泛函
,

则假设 l 成立
.

证明 ( i )由假设 V成立推出 M :
> 夕 ( x ) ( x e D Z

)
,

又 M : = M == 久. ,

故 F ( x )的最大值

点均在D 、
中

。

即孟
: == M = M : > g ( x ) ( : 。 D :

)
。

( ii) 邮
:

(久
,

久:
) , 0( 久, 久:

)推出切 (幻在人连续
,

故由假设和文 〔 4 〕引理 2
。

1知假设

I成立
.

而占
2

(久
,
久.

) , o (久̀ 孟.
)推出甲 (丸)在又.连续

.

但 久. = m a x
{兔

, ,
久:

}由文〔4〕引理

2
。

1推出孟
2《 4 : .

当沪 = 之
: 二 之:

时上面已证明假设 ` 成立 ,
而当沪 二 之:

> 之
:
时

,

由又
:

) 叭 x)

( x o D :
)也知假设 I 成立

.

( 111 ) 由 D (孟
2

) = 刃( 之
:

)片久
:

< M
Z ,

D (丸
.

) = 刃(义
.

)井又
.

< M
2 .

从而由引理 1 和文 〔4〕

引理 2
。

5
,

知 D “
:

) = 刃“ :
) . 占

:

(之挤
:

) , o “ 、 又
: 。〔二

,

M Z
)

,
D “ .

) = 万“ .
)协占

:

(之挤
.

)

` o (几̀ 孟. 。〔二
,

M
:

) )
。

因而由 ( 11)知假设 ! 成立
。

( i v
) 因D (孟) = 刃(久) (久

e 〔二
,

M
z

) )包括 s 的情形
,

故假设 I 成立
.

(
v

) 由假设 I
,

从 (抢 I )在 D上 处处有梯度
, 又 由假设

,

在D 上的任一非相对极大

值点 x ,
只 v o X

,
只。 > 0

.

使
x + a v o D (

a 。 ( o
, 。〕 )

,

且 ( g r a d g ` (
x

)
, v

) > o ( I’e I (
x

) ) , 这推

出 3 : :。
( o

, 。〕
,

使 {
x + a v

}
a 。

( o
, 。 :

〕 }=c E 伪(
x

) )
,

即 x 。尸佃 ( x ) )
.

这结论和夕在D上的相对

极大值均相等的假设与D 紧g 连续一起
,

推出 D (之) = 刃 (久) (久成二
,

M :
)

.

从而由 ( i v
)知假

设 I 成立
。

(
v i ) 由引理 2 知夕是平 一 凹的

,

又 由假设 I 知存在夕。D ( M :
)

,

故当 x o D (久) 一 E (几)

“ 。〔二
,

M :
)时

,

由D凸 和 g 是W 一 凹 的 知 { ( l 一 a
) x + a g }

a 〔
( o

, 一 ) c E “ )片 x 。诃“ )
.

又由D紧夕连续推出 D (久) = 茗 (之) (沈。〔 ,
,

M Z
) )

,

故由 ( i v
)知假设 ! 成立

.

系 1 和系 2 因凹泛函是平 一 凹的
,
而线性泛函是凹泛函

,
故由 ( vi )知系 1和系 2

结论成立
。

月

幸
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定理 2 在假设 I 下
,

有

( i ) 若 M
:

镇M Z ,

则假设 V成立
,

( 11) 若 久2
( M Z ,

则假设 V成立 ,

( iii ) 若 沪 < M
: ,

则假设 V成立 ,

( i v
) D ( M

Z

)
c二 D

,

. 假设 V成立
二

证明 由假设 I 知只x : 。D ( M a
)

因 g (
x ,

) =

因 g (
x ,

)

因夕 ( x ,
)

M
Z

) M :
) 夕 ( x ) (:

·

。 D
Z

)井 x : 。D , ,

即假设 V成立
。

1 1

111

= M
Z

> 丸
2
妻 夕 ( x ) (

:̀ e D
Z

)片
x : 。 D : ,

即假设 V成立
.

= M
Z

> 人
. = m a x

林
; ,
又:

} ;
:

先:
) 夕(

x
) (

x o D :
)绮 x : 。D : ,

即假设 V成 立
。

由 x ,。 D ( M
:

) C D
,

井夕 (
x

)

V成立
,

则必有D ( M :
)仁 D : , 若否

,

3
.

3 算法 F 判别

= M Z> 抓 x) (。 D小 即假设 V成立
。

反之
,

若 假设

有
x : 。 D

:

使夕 ( x Z
) = M : ,

由M :
定义知假设 V不成立

。

、、产、,J
口

了.、
J

`
了.、矛、̀

定理 3

证明

在假设 I 下
,

若 D .( 了) C二D , ,

则假设 l 成立
.

耳 由D .
( f ) c D : ,

推出久
, = 几f ;

) f (
x

) (
x o D

Z

)
,

即假设 l 成立
。

算法收敛性

下面各定理分别论述上述各算法的收敛性与敛速估计问题
.

定理 4 i( ) 在假设 I 下
,

算法 I 的解 (户
, 、 .

)有下面关系
:
沪 = M

, 二 . o D兮
= D二

( 11)

= 浇一 == M x -

证明

定理 5

在假设 I 和 l 下
,

算 法 W的 解 .x 有 下 面 关 系
:

厂( .x ) = 甲 “ .) 二 沪 = M

x . o D一 D宁
== 刀 .

(`
.

) 二 [ ) : .
( f ) = 刀 .

( f )
.

由文〔 4 〕定理 2
.

3的 1
,

2 和 4 推出
。

在假设 I 下
,

算法 , 获 ;导的序 列 、`、 }
,

、 :

t ;
,

、` , ` , = “ 。`

}
,。“ “ * ,

,

番 ,。` ( * . }
,

毛x

宁
.

》 = 毛:

宁
.

R 皿 R .

。 < x

分}
,
几。`成之.

}
,

{ F ( x

分) }
,

有
介 九

①

② 1

2

几. == M
,

D . = : .
o D .(

:

沪 ) 笋诱
.

} 尸
l k

= D
, .

I久k 一 孟。
一 :

l = 刁k == 2
一

k刁
,

( k == z
,

2 … ) ,

I几k 一久.
1( I浇k 一 久k

一 :
I == 2

一 `刁。
( k == 1 ,

2
, … ) ,

F ( x

戈) 一 “
.

!《 l几、 一 ; L.
I簇 2

一
k刁

。

( k == 1
,

2
, … ) ,

『 d ( x

之
` ,

D .
) ( d ( x

艾
` , ` , .

(̀
.

) )净 。 (̀ , OO )

、 .产
`

、
.矛

3
月任

③ 在 { x

t
》中

专

` , 若
x

二“ x

飞,
,

满足 `、。 二 `( x

气
。

)
,

则

久。
。 = 几. == M

, x . ; 。 == x . o D .
(几. ) =c D . ,

2 ) 若`

二
。

“ 碟
。

,
,

满足 `*
。 = J , ` x

育
。

, < “ x

艾
。

,
,

且`。 ` (“》 “ 。
+ , )

,

则 `* 。 == ` ,



6

. , . ` ~ 山
, ,

山
、

~ ,

”
低 xk

。 二

六刀 ’ ( 滩’ 库刀 :
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证明 ① 是文〔 4 〕定理 1
.

3中数码 l 和 2 的结果
.

②中 1 )
,

2 )和 3 )由算法 I 的③ 2 )
,

3 )推出
.

而 4 )由① 和文 〔 4 〕中的 定

理 2
.

1的①推出
.

③ l ) 由刀
2
的定义知当 久

` = f ( :

忿)时
, x
份

。D l ,

且久
:

> 夕 ( x ) (
x o D :

)
,

即假
~

一 `

~
` ” 子 `

一一
产 一一 介。 ` 、 ” k。

/ ” “

”
’

掩。一
` ,

一决 。 一 0 、 一 产 、 -

一
` 产 ,

叫
一 ’
认

设 I 成立
。

从 而由文 〔 4 〕定理 “
·

3的 “ 推出 `。。 = ` , = M = f ( x

丈
。

)
·

. ~

2 ) 当孟;
。 = g ( x

元
。

) < f ( x

丈
。

)且 “。杏( k ) k
。 + ` )时由 D

Z

定义推出
x

孟
。 ` D : ,

由

粗法 I 推出 , : = , ; = 或 x

之) ) 久
: .

所以
,

沪 = M = m a x
{ , : ,

, :
} 二 , 2 = *

` = 。 ( 二亡)、
一一

一
`

一一
一

`

气 。 ` 一气
尹
一 ” ` 一 ` 产 ” 一

’ 子 - -

一一 ”
’ 二

”
一 `

”
一 ` 一 ”

气 一 。 、 ` ’

k0
尹 ’

. 血 八 ` , . ` 、

一
1、 血

公 了 = 义 . ` D . 以 . 、 c D .
_

定理 “ 在假设 I 和 ; 下
,

算法 I 所获得的序列 {`。 }
,

{ x

丈}
,

{ , ( x

艾)》 除定理 “

的结论全部成立外
,

还有

d ( x

丈
,

D
.

) 、 d ( x

丈
,

D .
( `

.
) ) , o (“ , OO ) ( z )

证明 本定理比定理 5增加了假设 W
,

故除定理 5 的全部结论成立外
,

由本定理 5

的② 2 )和文〔 4 〕定理 2
。

2的①知 ( 2 )成立
。

定理 1 在假设 I
, _

一

1 下
,
算法 I 所产生 的序 列 { , 、 }

,

亏x

育}
,

。`《 几.
}

.

{ f ( x
丈
` ) }

{ F (:

育) }
,

{ A。 `} “

林“ I 久“ “ {孟k }
,

沐“`成久.

}
,

<x

育
`
卜 { x

育
` I x

丈
` {

x

丈}
,
久 有

D . = D傀== D .
(几

.
)
·

D于( f )
,
久. = M == 孟: == 甲 (几

.
) == f ( x .

) ( x . o D .
)
。

1 ) !孟掩以卜
:

卜人
二 2

一 `刁
。

(为二 1
’

2
, … ) ,

2 ) l久̀ 一 几. 簇 I久k 一 孟k一 :
I == 2

一 `刁
。

( k = 1
,

2
, … ) ,

①②

3 )

4 )

IF ( x
玄) 一 几

.
1《 l久。 一 几

.
1《 2

一
k刁

。

(` == z
,

2
, … ) ,

d (
x

艾
` ,

D .
)` O ( i , co ) ,

.

f ( x 吞̀ ) , 几
.

( i , co )
1

③ 若 x

瓦
` { x

飞}
,

满足孟“
。 二 f ( x

笼
。

)
,

则

孟*
。 = 孟一 M = 尧: == , (丸

.
)

, x

又
。 “ D :

证明 ①是文〔4〕定理 2
.

3中 3 的结果
。

②中 1 )
, 2 )

,
3 )

, 4 )是定理 5 的结果
.

而 5) 由 4 )和①与 f的连续性及紧性推出
.

③由①和定理 5 中③ l) 推出
.
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定理 8在假设 I
,

亚和 F 下
,

则除定理 7 的结论全成 立外
,

还有

d ( x
贯

,
D .

)” o (寿” OO ) ( 3 )

f ( x

玄)` 几.
( k” co ) ( 4 )

证明 本定理比定理 7 增加 了假设 万
,

故除定理 7 的结论全部成从外
,

由定理 7 的

② 2 )和文以 〕定理 2
.

2 ( z )知 ( 3 )成立
,

又 由 ( 3 )
,

f 连续性和 D 紧
,

推出 ( 4 ) 成立
.

系 在假设 I 下
,

用定理 2 中使假设 V成 立 的任一充分条件代替假设 V
,

又用定理

1 中使假设 I 成立的任一充分条件代替代假设 I
,

再用文以〕中引理 2
.

5 使假 设那 成立

的任一条件代替假设 N
,

则定理 8 的结论仍成立
.

5 在模糊最优化问题上的应用

仿〔 3〕模糊优化定义
,

设 I : 二 { l , 2 , … , 二 ,
}

,
I : == {二

: + 1
,

, : + 2 , … , , : + , :
}

,

f` : D `

R , ,
价 ` = i n f { f` ( x ) }x o D }

,

刀 i = s o p { f i ( x ) }二D }
,
论 I : , 刁 j是 D上 的模糊集

,

其 隶属度

为例 = 声 A j : D , 〔。
,

1
,

〕
,

j o l : .

在D上的礼个目标和、 个模糊约束的最优化问题

{
’ ax

拼
月

一
、 万

。 ` 。 人 m王+ 1 5 人 m a + z , ”
’

,
~ 爪 l + 沉 z

( 5 )

可定义为一个判决泛函声
。 : D 、 〔。

, 1〕的普通最优化问题

n 1 8 X

x ` D

拜。 ( x )
( 6 )

可用下法定义为
:

内 (小
m i n {“

:
( x )

,
`

一 “ 。 :
( x

)
, “ 。 : ; ,

(
x

)
, “

`
, “ 二 : , 二 :

( x ) } ( x ` D )
,

其中拼i ( x ) == ( f i ( x ) 一 爪 ` ) (刀 i 一 用 ` )
一 ’

( 。̀ I :
)

.

令F ( x ) = 内 ( x ) ( x o D )
,

则 ( 6 )就是 I 中 的

非光滑

间题 1.
口】a X

x ` D

F ( x )
。

若按某一 目的
,

令爪 二 爪 : + 优: 一
1,

f ( x ) 二 拼̀
。

( x ) ( 1
0 0 1

`
U l小

夕` ( x

卜声` ( x ) ( 10 1: U l : 一 { i
。

} )
,

则在假设 I 下
,

有 1
.

3 中的相应光滑问题 I
。

l 和 那
.

而且有

m == m i n
{产i (

x
) 1

x o D }
= 0 ( 10 1

,
}J l

:

)

M : = M : = m a x
{升

:

( x ) l
x o D } == 1 ( f o l

,
U 1

2

)

这样
,

由定理 2 的 ( i) 知假设 V恒成立
.

由此可知模糊优化问题 ( 5 )实际上是假设 V恒成立的特殊问 题
.

因 此
,

文关于假设 V成立的一切结果和算法都是模糊优化问题 ( 5 )的结果 和算法
.

〔4〕和本文已为模糊优化问题提供 了理论结果和算法
.

( 7 )

( 8 )

文以〕和本

也就 是说文
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