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关于H il b cr t空间中样条函数构造

黄友谋 韩国强

( 计其机科学系 )

摘 要

对一类样条
,

通过相应的B样条作内积运算
,

构造出一类新的稳定计算格式
.

对光 顺样

条也有类似结论
.

关钮词 B样条
,

光顺样条
, G r e en 函数

记 X
,

Y
,
z 是实的 H il b e r t空间

.

线性有界算子 T : X , Y
,

A : X ” z
,

并假定A
,

T 的

的值域刀( A )
二 Z

,

R ( T ) = Y
.

定义 1 称 (S T ,
A )或简记为

: 二
扣

。X :
( T 。 ,

T x) y 二 。 ,

犷二 N (A ) }为样条空间
.

其中N ( A )表示算子 A 的零空同
.

样条函数空间
:
常常是某类极值 问 题 的 解

,

记 A
一 ’
( )z = <“ X :

A
x =
扑子 0

.

如 果

叮 。 A
一 `
(劝是下列极小值问题的解

}IT a }} , = i n f
劣 c滩一 1 ( z )

}! T
x
}! , ( 1 )

我们有

a是 ( 1 )的解份 ( T a ,
T x ) ,

== o ,
V x o N (A )

,

(即口
。 s
)片 T . T。 一 N (A )

,

即 T . T a o R (A
.
)

. 刁众X使 T . T a 二 A似 ( 2 )

引理 1 设 A
一 `
(
:
) 手。 ,

T N (A )在穿中闭
,

且 N ( A ) 自N ( T ) 二 o ,

则 ( 1 )的解 存在且

唯一
。

引理 2 设 N (A ) n N ( T )
= 。 ,

N ( T ) + A
一 ’
(习非空且是闭的

,

则 ( 1 )的解存在月
.

唯

引理 3 若 N ( A ) 自 N ( T ) 二 o ,

且 d i m N ( T ) < + `
,

则 T N (A )闭
.

对变分问题 ( 1 )的约束条件 A x 二 : ,

考虑如下的情况
,

设击是定义在 X 上的互相独立

的线性有界泛函
。

由 R i e s z表现定理
,

对每一个石
,

可 找到气
。 X使 丸̀

x 二
(气

,

x)
.

由于七万

为独立
,

易证气互为独立
.

记 K 二 S p a n
{k

, ,
h

: … kn }
,

变分问题 ( l) 的约束条件为

久i x = “ i ,
i = 1 , 2 , … , n

( 3 )

记线性有界算子A
:

X , R
”

且 x = ( ( k
, , x

)
,

…
,

( k
。 , x

) )
了 ,

记 : = (
z 工 , : : , … , z 。

)
r ,

于是约束条件 ( 3 )写成 A x 二 : .

我们来寻求相应于 ( 3 )的变分问题解的构造
, 注意到 ( 2 )

,
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变分问题的解 a满足

( T a ,
T x

) y
二 o ,

F x o T N (A )娜 T 口 。
( T N (A ) )

土

铃 T 口。
( T K

土

)
上 ,

另一方面 ( T a ,
T x) y 二 。 ,

V二 T N (A )钾 ( T
. T ` x)

: = 。

份 T . T a 。
( K

上

)
止 二 叉 = K钾T . T口。 R ( T

.
) 几K一

。 T . T o o
N ( T )

·

n K垒H o T a 。
( T

.
)
一 `H

引理 4 记 H = N ( T )
t

门K有 ( T万
土

)
土 = ( T

.
)
一

1H
-

引理 5 设 d i m N ( T )
= 口< + OO

,

则 d i m H = 。 一 q ,

d im ( T K )
土 = n 一 q ,

即 T a 落在

Y的一个维数为
, 一 q的子空间中

。

有了上述引理
,

便可寻求叮
。

记

N ( T ) = S p a n
{ l

, ,
12

, … ,

l。 } ( 4 )

第一步 寻求H = N ( T )
上

门K 的基底 h:
,
丙:

, 二 : h卜 。 ,

选几i o s p a n
{k i ,

k“ : ,

…
,
寿份。 }

,

住

意到 h、。N ( T )
上 ,

故 ( k `
,
l p ) 二 o ,

即 ( k八 。 ,

与) = 0 , 二 二 o , z , … , 口
.

由此令

、、 二 , `

…
( k i , I

:

)
x

( k i
十 q ,

I: )
、

( k , ,
I。 )

x k`

( 5 )n甘铸口p

q+… ( k`
* 。 ,

l、 )
二

k i

( T
带
)
一 ’ 入i

,

、 .J`、 .了
八O月了

矛̀爪、

了
、

推知 h:
,
丙

2 , … ,

h
, 一 q线性无关

.

第二步 找 ( T K )
,

即 T a 所在空间的基底 f
: ,

4

二 ,

f卜 。 ,

或即计算 八二

` = 1
,
2

, … , ” 一 。 ,

为此设 X二 L
:

(。 )
,
Y = L :

( g )
,

在X中引入内积

(
: , 。

)
: = (

u , v
)
: : + ( T

u , T 。
)
: 2

定理 1 假定城 x)
o X且与N ( T )正交

,

则

( ( T
带
)
一 ’人) ( t ) = (入(

x
)

,

G (
x , 亡) )

x

其中G (
x , t )是 T的 G r e e n 函数

,

即 T
二
G ( x

, t ) = 己( x
, t )

。

l
: , … ,

l o f

又̀
,

·

一
,
又i

+ q )
I叮 久i

之̀
十 。 Iq 久̀

+ 。 f

11
ó闪

.再
.

流
`万....、

毒L
e

吸Q

定义函数厂在久
.

x , … ,
丸:

十

qx 的 q阶差 商为
, , … ,

l。
+

( 8 )
久i

, … ,
义̀

十 。

4L

e

.

d
//

`

气协...口
.

Q十
.
洁. J

.五...,afI
〔 ;̀ ·

, …
,

; `
十 g· 〕 , = d一

(久̀ , ” ” ”

这 里 。̀ 、 ,

( : ) 二 「
_ e (二

, , ) d x

J 。 `

由定理 1 ,

并选取适当的民
,

利用差商记号
,

我们有

f i ( r ) = ( ( T
带
)
一 ` h 、 ) ( t ) = 〔久i x

, … 又i 十 。 x 〕G (
x , t )

称为算子 T在入x , … 为
十

挤处的 q阶 B样条
,

记为 ;.B
,

以)t
,

在具体的应用 中
,

部支集性质
.

( 9 )

B 、 , 。 ( t ) 有局

第三步 找 T a ,

注意到 T改 ( T K
工

) 有

: 。 一

丫
、了 , ,

j
一 1

( 1 0 )

两边对 f
:

作内积有
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月 一 q

习 久i ( f i
,

f j )
: : = ( f i

,
T a

)
: 。 =

( T
. f i

, a )
: =

(丙i
, a
)
x

] ` l

= 以 i x , … ,
几i

+ 。 x 〕a ( 1一)

第四步 求
a 。

利用 G r ee n函数先分析 T a 的光滑度
,

再利用关系转移法求出 .a

对 某些特殊情况构造 a 的具体表达式
,

取 x 二 w 护〔。 ,

的
, , = 几〔。 ,

的
,

而

T u = (
a o

( x ) D m + … + a m 一 ,

(
x
)D + a , (

x
) )

u
(
x
) ( 12 )

a 。

( x )笋 。 ,

D 二 d / d
x .

相应 T 的 G r e e n 函数为G (
x , : )

,

而 T 带的 G r e e n 函数为 G带 (
x , t )

.

显

然有 G ·
(
X , :
卜 G ( ,

, X
)

,

我们假定
{
“
}二:

` ,

{
“
}里

:

构成契比晓夫 系统
,

对 〔· , “〕作重

衬 + 1

节点分划
x 。 = 。 , x 、 + 、 = 吞

,

ix 重数为气而记
: = 习 ia

.

考虑变分的约束条件为
J一 0

a ` j ,
(
x i ) = , i j

, ` = o , z , … ,

N + 1 ,

j = o , 1 , … , a i 一 ,

( 1 3 )

“ 重节点“卜序得到相应分戈。
{
: `

}几
, ,

于是

f i
=
( ( T

.
)
一 `寿i ) ( t ) == ( 入̀ (

x
)

,
G ( x

, : ) ) = ( 丙i (
x
)

,
G .

( t
, x ) )

= 〔“`一“*一〕“ .
( `

, x )
二 ”
大
。 ( ` )

B

二( , )是算子 T ,
的 , 样条

,

于是 T a可表示为

口 一 ,月

T a = 习 幻
j . 主

内积有

B

寸
, 。 ( x )

两边作 B

二
。 ( x )

`T · `· ,
, ”
二

. `· , ,一军
` ,`B
二

, `· ,
,

B

艾
, `· , ,一

另一方面 ( T a ,
B

之
二 ( ` ) )一 ( 6

,

T . B

之
二 (

x
) )一 (“

, ” ` )
: = 〔“`

,

一“ `· 。 〕a

利用约束条件可以求出〔氨
, … ,

氛
十 。 〕口的表达式

,

于是由 ( 1 6) 可解得 久;
,

又: … ,
丸

。 一 二 ,

求 a 的表达式
。

注意到

T · `小厂
“ B

戈
。 `· ,

利用广义 T a y L or 展开式有

( 14 )

( 1 5 )

( 16 )

下面

( 17 )

U (
·

卜
·。

(
·
) +

犷
G (一 : ) T。 “ ) d ,

目 一 护月

二 : 。

(
x
) + 习

`一 1

行一 ,月

“
1:

B

二
。 “ , G`一` ’ d`

二 “ 。 (
x
) + 习 又 i

`一 1

r b _
-

-

〔“
, ` ” ,

“
· m 〕

J
。 G (

’ ,

“ ) G (`
,

“ ) “ “

_ _ _ _ _

r b _
_

_
_

. _
_

_

_ _
.

_ 二 _ _
_
, .

_ _ _
.

_
_

这里 “ O

( ’ ) `N ( T )
,

而 J
a G (` , “ ) G (`

, “ ) “ “ 买际上是 2” 丈的场 r e e “ 函数
·

司见为 了水 口只

需要求出
u 。
(
x
)

,

为此记

夕( x )
二 a (

x
) -
习 又i〔省`

,

…
`一孟

: `
+ 。 〕

丁:
G `一 , , G 一̀ , , d“
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注意到肠可写成

m
u。 = 习

e` 11 (
x
)

`一 l

利用约束条件 ( 1 3) 求得

一 d O t

( ;l’.’.’.iz ;{
:

霭
`

;沂劲uet/ 心 ,:;.)
” 一 爪

+ 习 久、〔省 i,

_

r b 一
·

一
’

”
’

,

互“ , 〕
J
。 G (

` , “ ) G (
’ ,

“ ) “ “

i-lō习i-l
其中 g (x) 二 a( x) 一

的解

r b 一
`

一
`

几̀ 〔吞`”
`

互̀
+ m 〕J

。 C (`
, ” ) G (

’ ,

“ ) d y
,

而 又̀ … ,
丸
。 一 。 是下列方程组

口 一 ,月

丹
“ ` ( B之

, (
x
)

,
B

艾
。 (x ) )

· : =

利用上面原理
,

我们考虑光顺样条问题

,
。
(。

。

卜
·

1:
N+ 1

}T a a
}
Zd x + 习

. O

〔夸s
,

…
,

言`
, 。 〕a

仪 l’ 一 I

泽( “二
, ’
(
x ` ) 一

犷` , ,
’ = m` n

同样可求出 a 。

的解析表达式
.

注 1 当 a。 = a+N : = 。 ,

即为算子 T的 自然插值问题
。

注 2 当 a 。 二 a +N : = 二 ,

即为算子T 的第 ( 1 )型插值问题
。

注 3 当 T 二 D 优时
,

算子样条退 化为多项式样条
,

此时 a 的表达式显得简单

2和单节点的情况下 ( T a) (幼即弯距M .i
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