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关于空泡动力学方程精确度的分析
`
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摘 要 本文通过严格的理论推导
,

对 3 个泡壁运动方程的精确度及适用范围作了分析比

较
.

结果表明
,

这 3 个方程都不适用于泡壁运动马赫数较大的强非线性情形
.

提出了可以用

于分析鉴别其他各类泡壁运动方程的新方法
,

可在实例数值计算中判断泡壁运动方程精确

度的方法
.

关锐词 空泡
,

空化
,

动力学方程

分类号 T v l3 1
.

2

长久以来
,

研究者们采用不同的假设
,

得到了若干描述球形泡壁运动的方程式
.

文

献 〔 l 〕 中介绍 T 3 种最典型的方程式
: R a y l e ig h

,

T r i l一i n g 和 o i l m o r e
方程

.

文 〔2 〕 总

结 了 5 种 可压缩流体的泡壁运动方程式
.

R ay ile g h 方程不考虑可压缩性导致 了误差
.

rT iill
n g 和 G il m o r e

方程中虽引入了可压缩影响项
,

但没有对其精确度及适用范围作出严

格理论证明
.

文献 〔3〕 中的推导与实算指出 iG lm or e
方程在高马赫数下误差显著

.

作者

在 〔们 中也采用流场的拉格朗 日描述法
,

指出 iG lm or e
方程只是泡壁运动的马赫数平方

值远小于 1 时才具有高精度
.

本文则在此基础上
,

进一步用欧拉描述法
,

分析 3 种泡壁

运动方程 的精确性
.

1 基本公式

在欧拉描述法 中
,

球对称泡周围流场中的流体动力学基本方程为
:

运动方程
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vd一dt

一一一
撇一毋

连续性方程

d h _
2

代 -丁
一

C

a 艺

枷
.

2 补
二厂十—《刀

,
尹

( 2 )

其中
,

收稿日期
:

1 9 9 1
一
1 2

一
1 1

,

国家 自然科学基金资助项 目



中山大学学报 (自然科学版 ) 第 33 卷

h

— 流场中某点与无穷远处之焙差
;

:

_ f
,

d 尹
“
一 !

—J 尹二 尸

( 3 )

。

— 径向速度
;

。

— 声速
;

p

— 流场中某点处的压力
;

尹co

— 无穷远处的压力
;

p

— 流体密度
.

方程 ( 1 )
,

(2 ) 中引入 h
,

已经把状态方程式包括进去了
.

一用了表示
,

偏导数 万 /浇
,

万 /决 分别用 f
` ,

f
,

表达
·

全导数的计算公式为

为方便起见
,

全导数箫统

v
=

: , `
+

v . v ,

万= h
`

+
。 .

h
,

从 ( 1 )
,

(2 )
,

(4 )
,

(5 ) 式可以把 4个偏导数用全导数式表达出来
:

h
,

= 一
”

h
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石
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:
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/ 2 )

下面来求 甲的各阶偏导数
.

从 ( l) 式得
:

a (h +
。 2

/ 2 ) 枷

决 澎

把 l( 0) 式代入 l( l) 式中得到

供 一
”

根据 (6 ) 一 ( 9) 式可得

( 4 )

( 5 )
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把 ( 1 2 ) 式代入 ( 10 )
,

得到

一
, 一

告*

(l 6) 式代入 ( 2) 式 中
,

并对

( 。
2
一 、 ) ,

, ,

+

罕
;

,

一二

( 1 6 )

把 ( 12 ) 取偏导
,

得到

= 2供界
,

件 + 2供甲`r

+ 2诚 ( 1 7 )

只考虑
。

为常数的情形
,

则由上式对 t 取偏导
,

由 ( 1 3)
,

( 1 4 )
,

( 1 5 ) 式两边取全导
,

最后经整理得到 以下 4 个三阶偏导数为
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以上求出了用
。 ,

h 及其各阶全导数来表达 界
,

毋
,

孙
,

件
,

弘
,

( 2 1 )

件
, ,

毋
,` ,

外
, ,

外
:

的

公式
,

这些繁琐的推导是为下面分析泡壁运动方程的精确性而预备的
.

采用全导数的 目

的是为了直接变换得到泡壁运动方程
.

2 R a y l e i g h
,

T r i l l i n g 和 o i lm o r e

方程精度分析

iG lm
o r e 〔` ’

采用 K ir k w oo d一 B e ht e
假设导出泡壁运动方程

.

K 一 B 假设 的数学表达式

为

〔
景

+

把 (1 0) 式代入

〔
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刁
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未
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把 ( 1 0 )
,

( 一3 )
,

( 1 5 ) 式代入 ( 2 4 ) 式得出泡壁运动的 G i lm o r e

二
_

R
、

R R ( 1 一一 )
+

号
” 2

( 1一

合粤
, 一 “ R

、 .

R H
以十丁 ) 十爪厂

方程为

( l一二 )
( 2 5 )

H

— 泡壁处与无穷远处的焙差值 ;

R
,

斤
,

左

— 分别为泡壁处的半径
、

速度与加速度
·

T r

iill
n g 〔 , ’

假设速度势 尹近似地满足声传播方程

J
.

刁
、 , 、 八

又下十
c

二 ) 沙叫 一 u

优
〔刀

.

( 2 6 )

上式两边对 t 取导即有

口
.

刁
、 , 、 。

(二十
c

二 ) 妙钾少 留 U

〔兀 口 少

( 2 7 )

展开得到

告
;

`

十 ;
,

+

令
, 一 。

类似地
,

可以解出 T r i l l i n g

* 左 ( z一 2 二 ) +

( 2 8 )

泡壁方程
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在 ( 2 7) 式中
,

令 C ~ 二
,

即考虑不可压流体的情形
,

有

旦
少

(
: 叭 ) 一 O

得

( 3 0 )

展开 ( 3 0 )

,
,

+

告
* 一 。

( 3 1 )

把 ( 一。 )
,

( 1 3 ) 式代入 ( 3 1 )
,

便得到 R a y l e i g h 方程
_ 二

.

3 二
。

瓦 人 州卜二二瓦
“

一 H
艺

由此看来
,

在常声速情形下
,

我们可以把 R ay l
e
ig h

条件用一综合式表达

( 3 2 )

T r i l l i n g 和 0 1一m o r e

方程的假设

,

1 口
.

a
、

又万万一 下丁十 二厂 ) 又尹吸 ) 一 U
C ? 戊

《力
,

( 3 3 )

e
了

~ 二— 对应于 R a y l
e
i g h 方程

;

e :

=
。 一一对应于

T : i l l i n g 方程
;

c
:
一

。
十

。

— 对应于 iG l m o r e
方程

.

( 1 7) 式加上泡壁处与无穷远处的边值条件及初始条件
,

已经构成 了一完整的非线性

偏微分方程的初边值问题
.

然而 由于方程的非线性及牵涉到无限区域等原因
,

使得直接

用数值或解析方法求解此问题有困难
.

因此
,

引入 ( 3 3) 式类型的几种假设正是为了通

过 近似解 的手段
,

把原 来复杂的问题简化成泡 壁处的常微分方程初值问题求解
.

故

( 33 ) 式可以认为是 ( 1 7) 式的近似解
.

( 1 7) 式与线性的球面声波波动方程相 比
,

增加

了一些非线性影响项
,

这些项在大马赫数运动条件下是不容忽视的
.

引入假设后
,

方程数 目多于未知量的数 目
,

构成矛盾方程组
.

通过不同的求解途径

便可以得到不同的解
.

这些不同的解之间的接近程度便是衡量这些假设式精确性的标准
.

在论证 ( 3 3) 式精确度中
,

我们注意到假设式精确性与状态方程的形式
,

即声速的变化

情况无关
,

故取常声速来简化推导过程
.

作法是首先把 ( 3 3) 式化成与 ( 17 ) 式类似的

波动方程形式
,

然后与 ( 1 7) 相减
,

得到一个反映假设式与精确式差异的公式
,

只有当

这个式子成立 (即误差很小 ) 时
,

才能说假设式是精确的
.

对 ( 2 4 )
,

( 2 8 )
,

( 3 1 ) 式作些变化
,

分别得到
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( 3 6 )

( 3 4 )
,

( 3 5 )
,

( 3 6 ) 式分别对应 于 o i lm o r e ,

T r i l l i n g 与 R a y一e i g h 方程
.

将 ( 3 4 )
,

(3 5)
,

( 3 6) 式分别与精确方程 ( 1 7) 式相减
,

得到 3个误差方程式
.

有趣的是
,

这 3 个

误差方程式在泡壁处成为了与原方程类似的姐妹方程
.

在实例数值计算中
,

同时解出各

对姐妹方程的解
,

相互进行 比较
,

若两者相接近
,

显然这时的数值解是正确的
.

i( ) 对应于 G il m o r e
方程有以下新的泡壁运动方程式
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在低马赫数日寸
,

纂
< < 1

( 3 7 )
,

( 3 8 ) 式可分别转化为 e i lm o r e 及 T r i xl i n g 方程
.

由

此可直接判断这两个方程在低马赫数情况下肯定是精确的
.

而在大马赫数 ( R /的
2

~ l 时
,

显然这两个方程与对应的 G i lm 。 r e ,

T r l l i n g 方程误差较大
,

即表 明 G i lm o r e ,

T r i l一i n g 方

程不适于大马赫数场合
.

在分析 ( 3 9) 式时
,

主要是由于 R
Z

万 /产 项影响到 R a yl
e
ig h 方程

在小马赫数场合的精确性
.

在气泡回弹的瞬间
,

尽管泡壁马赫数不大
,

但 R
Z

万 ./,
2

与 R户

相比已不可忽略了
; 另外

,

在小幅值声扰动情况下
,

泡壁运动马赫数也很小
,

若气泡振

荡频率为 。 ,

则 几 2
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2
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,

尺 Z
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护 与 H 相 当大小
,

此时使用 R a yl e ig h 方程亦会导致大的误差
.

因此
,

R a yl
e
ig h 方程适用

的条件是
: R ../ < < 1

,

R 万 /挤 < < R左 (或 H )
.
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3 结 论

对泡壁运动方程式的精确性分析
,

可通过导 出各种假设模型与精确的非线性球泡外

流场波动方程的误差公式
,

来加以评估
.

本文推导得到的误差方程恰好是与原泡壁方程

相似的新的泡壁运动方程式
.

只有当每对姐妹方程之解接近时
,

才能断定假设模型是合

用的
.

文中对 G ll m or e ,

T r ill i n g 和 R a yl e ig h 方程作了分析
.

用此法亦可进而检验任何一

个其他的泡壁运动假设模型的精确性
.
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i n

w h i e h t h e R a y l e i s h
’

s ,

T r il l i a n s
`

s ,

G il m o r e
’

5 e q u a t i o n s a r e t y p i e a l
·

T h e a e e u r a e y a n d a p
-

P l i e a b l e e x t e n t o f t h e a b o v e t h r e e e q u a t i o n s a r e a n a l y z e d a n d e o m P a r e d w i t h e a e h o t h e r

b y t h e o r e t i e a l d e r i v a t io n
·

R e s u l t s s h o w t h a t t h e s e e q u a t io n s a r e n o t s u i t a b le f o r t h e

e a s e o f s t r o n s n o n l i n e a r i t y a t la r g e m a e h n u m b
e r a n d R a y l e ig h

, 5 e q u a t io n 15 f a i l e d i n

b u b b l e s o u n d P r o P a g a t i o n
·

T h e n e
w m e t h o d f o r i d e n t i f y i n g t h e a e e u r a e y o f b u b b l e w a l l

m o t i o n e q u a t i o n s s u g g e s t e d i n t h i s P a P e r e a n b e u s e d t o a n a l y z e o t h e r t y P e s o
f b u b b l e

w a l l m o t i o n e q u a t i o n s
·

T h e m e t h o d f o r id e n t i f y i n g t h e a e c u r a c y i n n u m e r i c a l e a l C u l a
-

t i o n s 15 a l s o P r o P o s e d
·

K e y w o r d s b u b b l e
, e a v i t a t i o n ,

d y n a m i e a l e q u a t i o n s
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