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K N A算法计算单零点多项式全部零点的复杂性
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摘 要 证明用 K N A 算法计算。次单零点多项式全部零点所需的多项式 计 值 次 数不 超过

O ( n 3 1 0 9 2

( n /。 ) )
,

其中。是计算精度
。

关键词 多项式零点
,

分片线性同伦
,

计算复杂性

1 引 言

文 〔 1 〕证明了除一测度很小的多项式集外
,

计算多项式逼近零点的 N e w ot n
法是 多

项式时间算法
.

并在同一文中提出计算多项式全部零点的单纯同伦算法是否也有类似结

论这一问题
.

文〔 2 〕证明 K u h n
算法计算

: 次多项式全部零点所需的多项式 计 值次数不

超过O (护 109
:

( n/
。
) )

,

其中
。是计算精度

.

但 K u h n
算法 并不 是 严格 意义上的 单 纯 同

伦算法
。

K N A算法
〔 “ 〕
是一种计算多项式全部零点的单纯同伦算法

。

本文证 明
,

K N A 算 法

计算
: 次单零点多项式全部零点所需的多项式计值次数不超过 O (价10 9 :

( n/
:
) )

,

其中
。
是

计算精度
。

2 K N A算法

设 f( “ ) · : ” 十 艺艾
_ :

ak 砂一“是 : 次首一多项式
,

取辅助多项式。 (劝 · 砂 一 ,

:
,

其中常

数
T 。
> o ,

定义同伦 H
:

〔o
, 1〕 x C , C为

、 IJ1一2
01一2城成f (

:
) + Z t乙

,

( Z t 一 l ) g (
:
) + 2 ( 1 一 t ) ( f (

:
) + b )

,

J̀..̀,.t

一一
、 .矛矛

之
2.、

H

其中乡为非零复数
。

给〔 o , i 〕 x C以渐细剖分 p J
3 ( “ “ ,

记 ( o J
3

)九为 p j
s

的寿维骨 架
,

儿“ o , z , 2
.

我 们

约定
, p J

3

中的元素用 a表示
,

( p J
:

)
2

中的元素用
:
表示

,

并且 a 和 :
都是相对开的 集 合

.

设
T 。 ( p j

s

)
“ , 丁 二 <。

。 , v , , 。 :

>
, 。 i “ <2一吞`

, : i >
,

i 二 o , i , 2 ,

称 d ( : ) = m a x
{ k

。 ,

k
, ,

k
:

}为
:
的

深度
; 类似定义

a 的度 d( a)
。

设少
,

〔0 , 1〕 X C` C是同伦 H基于剖分 p J
:

的单纯 逼 近
。

记
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口( 6 ) = {
s + f s

Z o C 1 0 <
s
< 6 }

.

设 ; 。 ( p J
“

)
2 ,

如果存在6> o ,

使 Q ( 6 )二必 ( : )
,

则称 :
为完

备界面
;
设口印 J 3 ,

如果 a 有一界面是完备的
,

则称口为完备单形
.

熟知
,

每个完备 单 形

恰有两个完备界面
。

引理 1 设二 ( p j
a

)
“
是完备的

,

如果 : 的 3 个顶点都不是。 的零点
,

则至少有 2 个顶

点的必象之间的夹角不小于 2二 / 3
.

引理 2 〔 3 〕 设 O < p三丫
。

/ Z o
n ,

则在 { i 》 x C 上存在 称个完备界面
,

从这
n
个完 备

界 面 出 发
,

由 标准互补转轴规则产生的
:
个由完备单形组成的序列

,

按零点重数 收 敛

到多项式的全部
n
个零点

.

特别地
,

如果多项式只有单零点
,

则在同伦H中取西” O 时
,

结论仍成立
。

本文以下约定所论多项式 f ( : )只有单零点
,

在同伦H 中取。 = 。 ,

则当 , =

粤时
,

一

’ 一` 、 ~
. ` 甘

~
, / ’ “ 。 少

了、 一 ” ’ 、 z / 、 ’ J 一 1一 丫 J、 认 ’

~
” 劝 . 目一

’
即

、 - 一 子 ` ’ 劝

一
一

2
p J

H ( t , :
) 二 f仕)

.

另外
,

取
r 。 = 20 : , p = 1 ,

这时引理 2 成立
。

3 计算夏杂性

设多项式 f(
: ) 一广 + 乞又

_ : 、 尹
一 “的 “

个不 同零点是` , ,

一 礼
.

定理 1 设。 (户J
。
)
“
是完备界面

,

d (
: ) > 1

,

则 存 在 某个
.

气
,

使丁在C上的投 影与

气之间的距离不大于 3 : 2一 d “ ’
/训百

.

证明

定理 2

因为
: 的直径小于 2

一
d ` r ’ 十 `

侧百
,

注意到引理 1 ,

证明与 〔 2 〕类似
,

从略
。

设今
” 充分小

,

令 D 一 「`。 9 2

罕
一

1
,

则 在精度
。
范围内计算多项式全

部零点
,

深度超过 D 的计算是不必要的
,

其中 「犷 刁表示不小于
; 的最小整数

。

证明 因为

3昭
一
叮了百 + 2

一
’
亿百二 ( 3 n/ 召百 + “召丁吮汽万 <

“ ,

根据定理 l ,

对每个完备界面
,

存在某个务
,

使该完备界 面 在 C 上 投 影 中的 每 一 点

与毛之间的距离小 于`

引理 3 〔 2 〕 对任意功
。 C

,

}功 }< i 恒成立

!
a r g ( 1 + 功 ) 1三兀 / 2

·

!功 }
。

~ 一
` , 1

. 、 二 。

正理 J ` 了
, 土 J 入 ` 中的完备界面均位于以 〔鲁̀ 1〕 x { 0 }为轴

,

半径为

天 = 4 0。 m a x
{ 1

a k l
, 1 }的圆柱体内

。

k

证明 根据引理 z ,

只须证明
,

对任意 ( ( t
, 二 )

,

( r , , : 产
) >

。
( p J

。

)
’ ,

并且 }: }
,

1
2 ,

! >

3 9: m a x
{ J

a k j
, 1 }

,

恒成立
k

!
a r g ( H ( t 产 , : 产

) / H ( t
, :
) ) ! < 2二 / 3

下 “ ” g n m会
X { l

“ “ }
, ’ }

,

则 H
一 ’

( 。 )二〔。
,

`〕 x { “ ` C ! J
“
l<

了
}
·

, (
:
) 一

: 。 〔 1 +

弓
、 … +

摇
+

豁〕 二 : ·
( 1+ 。

(
: ”

` 丙 `
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若 t = t, 二 1 ,

则

!(粤丫
一

(鲤丫!
、 (鲤丫

+

(竺丫
< 3 / 5

,

l \ Z
’

l \ 2 1 1 \ T , \ T l

、 几刃- , 一 、 一三一 少 }一 3 / 5
一

—
_

.二立、

—
-二 ~ 一 -尸二 ,

1一 f丝匹、
”

「: 一〔哑丫\ 之 /
’

\ T l

<号< 1
,

这样
,

根据引理 3 得
_

H r七, . 2 1
)

a r g一犷井了了, r 不一

月 火` 一 z )

二 g

粤乌蒙黔l
`
卜

g

(髻)
”

生嫂丝}
` 一

(粤 )
“

I

, , . , `

f卿丫
一

伴鲤
.

、
“ ` ,

` ”

!
a r g

警1
+

!
a r `

(
`社牛翁汤产) !

1 十 几

—
.

gta

ō.己1............

+

兰 n侧百 /
, + 刁 2

.

6/ 7 < 2刁 .3

如果 ￡= t, 因 !
v
(
: ,

) I三 1 / 3 9
n ,1一2

一一

v
(
z ) 一 v

(
: 尹 )

1 + , (之
尸
)

l一 2 /3 9 n / 1 /
,

}泛 i万万薪 \ 丽从
上 ’

根据引理 3 ,

类似上面推导得

{
a r g ( H ( t , 二

) / H ( t 尸 , : 产

) 1< 2 , / 3

当 t 二 1 ,

t, = 1 / 2时
,

类似有上式成立
.

引理 4 设d是非负整数
,

K d是 (
二一
心 x C与 (

二一 d 一 ,
} x C之间的基本立方体

,

设李C
,

dz 是以 〔: 一 d一
’ , : 一

勺 X {升为轴的圆柱体
。

记 sd 是与 K d n z d相交的单形的数目
,

则

s `三 z 4 v o l ( K d 门Z d )
: 3 d ,

其中
v
ol ( s) 是 S在三维欧氏空间中的体积

。

证明与〔 2 〕类似
,

从略
。

定理 4 设多项式 f(
:
)
二尹 + 习又

. :

、 尹 一“只有单零点
, 。

> 。充分小
,

则在精度
。
范

围内计算
。
次多项式全部零点所需的多项式计值次数不超过 7武 4 0n m a x

<}郎 l
, 1 } )

2 +

3 1
.

5 二 n “ r 10 9 2

互卫生」
~

1
.

己

证明 根据定理 3和引 理 4 ,

在 {
` , x C与 `合

} x C之间的完备单形数目不超过

` 4` ( 4 0 n m a x
{ I

a ; !
, z } )

2 ·

李
儿 乙

当 d全 1时
,

根据定理 1
,

在 <
: 一
叮 又 C与 {

z 一 d 一
’

} x C之间的完备单形数目不超过

: 1 4万 ( 3
” : 一 d /亿百 )

2 : 一d 一
` : 3 d = 6 3二 n 3

/ 2

因此
,

根据定理 2 ,

在精度 e范围内
,

计算多项式全部零点所涉及的完备单形数不超过
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州瓜

7二 (o 4n二 a x { I
。 * }

, l } )
“ + 3 1

.

5二。 ”
r z。 9 2

( 巨丝士些) 1
.

掩 君

因每个完备单形仅涉及一次多项式计值
,

定理证毕
。
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