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摘 要 设 R是一个环
,

G是一个有限群
,

本文定义了一个 R上带因子组了的投射群环 R G j,

证明了如果 R G 了是 R的 G“ 10 1
“
扩张带由 G导出的 内 G“ 1” is 群百

,

使得 R 的中心 C是 R的 C
-

直和项
,

则 C G ,是 C上中心 G a l o i , 代数 , 还将 F
·

R
.

D e M e y e r 关于 A z u m a y a 投射群代

数的刻划推广到投射 群环 R G j’

关锐饲 G a lo i。扩张
,

G a lo i s代数
,

投射群代数
,

投射群环

1 定义与符号

本文中的环都是有单位元的
,

模都是么模
。

如果环 A的子环 B与A 有相同的单位元
,

则称 A是 B的扩环
。

关于环的可分扩张
,

环上的可分代数和中心可分代数 ( 或 A z u m a y a
代数 ) 的 定 义

见文〔 2 〕
。

设 A是环 B的扩环
,

G是 A的一个有限自同构群
,

称 A是 B上的 G al io s
扩张带 G al io s

群

G
,

如果

( i ) A
G = B (其中A

` 二 { a o A }
a
(
a
)
= a ,

V a o G } )

( 11 ) 存在 {
a ` ,

乙i o A 巨二 1 , … , m对某正整数 m }

使得 凳
。 `。 ( 。̀ )

= 。 l 。

( K
r 。 n e c k e r 。 )

,

v 。 。。
.

这 { 。 `
, 。`。 , }̀

= 1 , … ,
, } 称为: 上 G a ,。 i , 扩

`= i

张 A的 G a l o i s集
.

B上的 G al io
s
扩张 A称为 B上 G al io s

代数
,

如果 B含于 A的中心
.

特别当B等于 A 的中

心时
,
A称为B上的中心 G al io s代数

。

设 C是环 R的中心
,

U ( C )表示C中所有可逆元组成的乘 法 群
, ` 是 有 限 群

,

映 射

f : G x G

一
U ( C )称为一个因子组

,

如果 f (
a口

, 丫 ) f (
a ,

夕)
= f (

a ,

夕丫) f (夕
, 了)

,

V a ,

夕
, 丫“ G

.

投射群环 R G
,

是一个环并且是以 { U
。

!二 G }为基的自由R一模 习 R U a ,

其运算 是
:

a 亡G

1U
。 二 U 。 , ,

U
a
U 口二 U

。 , f (
a ,

夕)
,
V : e R

,
V a ,

夕
。G

,

其中 f : G x G一 - > U (C )是一个因子组
,
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特别
,

当R是文换环时
, 尸G

,

称为一个投时群代数
〔 2 〕 ,

文中灼刀G , 均 表示投射群 环或

投射群代数
,

2 正 文

先证明一个引理
,

说明投射群环与投射群代数的关系
.

引理 ’ ` )如果`是环 R的中心
, “ 认

`

恩
“ aU 是投射群环

,

则恩CaU 是投射群代

数 C G , ,

并且 RG ,当 R Q
。
C G , 。

2 ) 如果 C是交换环
,

“ 是 C的扩巩 c 民 二

暴CU
·
是投 射 群 代 数

,

则 “ 氢CG
r “

习 R ( 1⑧ U
。

)是投射群环
.

a ` G

证明

习 、 ⑧ U 。

住右G

1 )

卜- -
今

显 然
,

习 C U
a

是 投 射 群 代 数 C G
,

并
.

且 映 射 粉: R⑧
。
C `

一
R G

, ,

任 〔 G

艺 、 U a

是双射且是环同态和 R
一

模同态
.

a 〔 G

2 ) 由于 C G
,

是以笼U a
l
a 。召}为基的自由C

一

模
,

故 R⑧
e
C G

,

是 以 { 1⑧ U
a

l
a ` G } 为 墓

的自由 R一模
.

显然
,

( 1④ U
。
) ( z⑧U

。
) =

( 1⑧ U 。 :

) f ( a 声 )
, : ( z⑧U q ) 二 ( 1⑧ U

q

) ,
,

,

v
: ` 尺

,

V a ,

床 G
,

故刀④
。
C G

,

是投射群环
.

下面的定理 人明
,

如果 R C
,

是刀上带内自同构群的 G动 。 15 扩张
,

则C G
,

亦 然
.

定理 1 如果环 R的中心 C是又为C一直和项
,

投射群 环 RG , 是夕 上 G al
。 污 扩 张

,

带

内自同构群 “ 二 `妥云̀( x ) 二 U
· x U孟

` ,
V x “ R G , , · ` G ,

,

则c G
r

(
二

昙
c U

·

)是 C 上中心 G a ` 0 ` s

代数带G a l o i s 群 J IC G
,
丝口

.

证明 由引理 1 ,

C C , 是投射 群代 数
.

因 v 孔口
,

v 习
c 岁U 岁` G

,

砍 艺 勺 U , )
日〔 G 舀〔 G

二

暮U
· ` , 〔厂“ “ 及

` 二

澎
`口 ` ; 刀

。 一 J q。。一 ` CG r ,

其中厅
。 ;

。

一 U ( C )
〔 3 ’ ·

所以 口( C G
!

)

,

cG
, .

若压
,

瓜`
,

司c G
, 二

瓦c ` , ,

贝呱( u , ) 二凤u : )
,
v 作 G

,

且 云
:
)
二 ; 二

刀(1 )
,
v 、 凡

故有
。 二 口

.

从而口 }CG
,粼 口

.

所 以 C召 ,
是带内自同构群口 }C G

,皇 口的投射群代数
.

往证C C ,

是 C一 A z u m o y a代数
,

由文〔 l 〕
,
C G ,

是 C上中心 G
a l o i s代数带G a l o i s群口 iC G

,组 J
.

因

RG
,
丝 R O

c
C G , 是 R上 G a l io

s
扩张

,

所 以 R O
。
C召*

是 R 一可分 〔 ` “ .

由于 C是R的C
一

直和项
,

故有cc
, 是 c

一

可分 〔 。 ,
.

刚 cR
,

)` 一 *
,

所以 ( cG
,

)口 任哪 cG
, 二 c

,

故有 ( cc
, ) J 二 c

.

若习 ta U a
属于 CG ,

的中心
,

则U 召
( 习 t a U

。
) 二 ( 习 ta U

。
) U 召

,
V 刀。G

,

于 是 口(习 t 。 U
。

)
一

Q “ C 〔 G Q石“ C 〔 G

习 at u 。 ,

v 价G
,

即 有 习 at ua
`
(c G

,

) `
一 c

.

所 以 cG
,

的中心 是 c
,

从 而 cG
,

是 c
-

q 〔 。 仅 〔 G

A z u m a y a 代数
.

推论 1 如果 R是 C
一
A : u m a y a

代数
,

投射群环 R G
,

是 R上的 G al io s扩张带内自同构

群 口 二 {压,砍
。 ) 二 u 。 。 u 舀

` ,

v 。 。 R c
, , 。 〔 G }

,

则R G
一

二c
一
A 乙。 m a y a

代数
.

证明 由引理 1
,

刀C , 二 刀⑧
。
C G

.

因 R 退C
一
A : a 犯 a y a

代数
,

所 以 C是尸的中 心并 岁
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C是 R的C
一

直和项
〔 e’ .

因而C G ,是 C上中心 G a ! 01 5代数 (定理 1 )
.

从而 C G ,是 C
一
A z u o a y 。

代数
〔 ` “ ,

所以尸G ,丝刀⑧。 C G ,是 C 一 A z u 。 。丁。 代数 〔 。 ’ .

定理 2 如果C 是环刀的中心
,

C ` , 是 C上中心 G al 御 s
代 数 带 内 自 同 构 群 口 =

<句掀
二
)
二
u q x U压

’ , v 、 。c G , ,。 。研
,
则R因厂口 ,只尸囚

: C二 : 即勺G即
。 15扩张带 G 。 l。 15群

I Q口斗口
.

证明 设 {“ ` , ”“ c G
,
}̀

= ` , “ 一 ” }是 c `
!

的 G a , o ` , 集
,

即 有阁
“ ` “ ( 西̀ ) ” “ “

V a 。 召
.

从而 习 ( z⑧ a i ) ( z⑧ a ) ( z⑧ b、 )
f = l

二 `⑧

卦
妥̀ ” 才 , 二 占

,

。
l , ,

。 、
,

V `

痴
`⑧ “

·

所以 { 1⑧ a 、
,

1⑧乙1 11二 1 , … , m }是R⑧
c
C G

,

的 G a l o i s集
.

由 ( c 。
,

) ` 二 e
,

往证 ( : ⑧
。
e 。 ,

)
’
⑧口 二 : ⑧

。
e

.

如 果习
?

,

` ⑧、 `。
( * ⑧

。
e 。 , )

`
⑧ `

,

因

C G , 是C上 G a l o i s扩张带 G a l o i s群口
,

习
。
(
s
) 二 1 o CG

, 〔 ` ’ ,

从而艺
: :

,

⑧ d 、

云。口 `

且 C 是 C G
;

的 C
一

直 和 项
,

二 (习
: : ⑨扩、 ) ( z⑧ 艺

a
(
s
) )

=

` 靛口

故 存 在
s o C G , ,

使 得

(创 , i⑧ d i ) ( 1⑧ 艺
a )

` 乱召

“ ⑧” 二 ( `⑧、
纂

“ ’ `不
了二④厅` ’ ( `⑧“ ’

。 R。 。
c

,

所以天⑧
。
e 。 (尺⑧

〔
e 口 ,

)
`
⑧ `

= (一⑧ 另 a ) (习
: :

⑧ d` s ) 二 习
, i⑧ 习 a

( d `
s
)

云。厚 ` i

. `

从而 有 : ⑧ 。
c 二

( : ⑧
。
c ` ,

)
`⑧ J

q 〔 G

下面的定理是文〔 1 〕中定理 3 在刀G ,
上的推广

。

定理 3 如果C是环凡为中心
,

投射群环 刀G , 是 C
一
A : u m a y a

代 数
,

则 R G , 是 R 上

G a
iol

s
扩张带内自同构群口

二
<刃掀

尤 ) = U
。 二U压

` ,

v 。
一

: R` , , 。 。 ` } 且C是R的C
一

直 和项
.

证明 RG ,
(
二
习 RU q

)是投射群环
,

令口
二
弋司政

:
)
二 u 萨 u压

` ,
v 二天G , ,

、 G }
,

因
q 〔 目

天口
,
组 R Q 。 c ` ,

(引理 1 )是 C
一
A z u m a y a代数

,

所 以 R与C ` ,
均是 c 一 A z u m a y a 代数 ` ’ 〕 ,

从而 C召 , 是 C上中心 G
a
l io

s
代数带内自同构群口 }CG

,〔 ` 〕
并且 C是 R的 C 一直 和 项 〔 。〕 .

由定

定理 2
,
天⑧

。
C G ,生 RG ,是左⑧。

C翌 R的 G
a l o i s扩张带内自同构群 I Q (口 }c G

,
)姿口 jc G

,组

夕 ( 定理 1 )
。

以下研究一个包合投射群代数或投射群环的环
。

引理 2 如果环 A是环天上带内自同构群 G的 G al io s扩张
,

C 是 A 的 中 心
,

则 C 已 R

且 A包含一个投射群代数 C G , =
艺 c u

。 ,

其中 f (
。 ,

夕)
= u

o
u 刃品

。 u ( c )
.

住 叮口

证明 因G是 A的内自同构 群
,

所 以
,

v 二 G
,

存 在 u 砰 A
,

使得
。
(
二
)
二 u ax u反

’

V 二 A
.

首先验证C二 R
.

如果二C
,

则 x U
。 = U声

,

V此 G
.

即有 x U
。 = a( x) U

。 ,

V 既 G
.

从

而
“

x()
二 ` ,

V “

截即 ` 6 “ “ “ “
·

其次
,

验证恩
`叽仁 “ 是一个投射群代数

·

令
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爪

暴
了 〔兀U 。 “ O

,

其中
” · ` C

·

设 { “ `
,

“ ! ` A !` - 1… , , }是 A的 G a l o i s集
.

即有 习
。 、口抽、 ) 二 舀

; ;

f一 l

令 v 夕。 。
.

故 有 。 二

自
。 、 ( 习

, a 。 。

)夕
一 ,
( , ; )二 习

, 。

必
。 ` (

。
夕
一 ,
(。、

f = l 叹 〔 c a 〔 c f
一二 1

) )U
。 = 习

, 。 占
。 :

U
a

住 〔 G

“ T 、 U岁,

V 夕。 G
.

因U : 可逆
,

所 以 介 = o ,

V 床G
。

我们证明了 { u
,

}。 ` G } 是 c
一

线性 无关
.

令 f
:
G 又 G

一 (U
: )

,

汉。 ,

夕) 二 aU 仇氏 {

验证 f ( a
,

幻 。 U ( ` )并且 f 是一个因 子组
.

又 因 A “ 二 R o C
,

所 以 U
。 , 二

a(
, ) U 。 =

v “
,

V “
`

·

因此
,

ccF aU
“ c tG 是一个投射群代数

·

引理 3 设 A
, R

,

C
,
G

,

C G ,
如引理 2 中所示

,

则

( i ) 映射 e : R⑧
e
C G ,

一
习 R U

o

c A
,

习
, a

公 U
。
l

一 艺
, a U a

a 〔 G a C口 a 6 C

是环的满同态
,

也是 R
一

模同态 ,

容易

I U
a ,

0

11) R⑧
c
C G ,丝 艺 RU

a 嘴= > { U
。

】a o G } 是 R
仅 〔 G

线 性 无 关
.

并 且 在 这种情形下
,

黔aU
一 刀̀ , 是一个投射群环

·

证明是明显的
。

如果环 A是环 R上的 G a lo is 扩张带内自同构群 G
,

即 V 口。 G
,

存在U 。 。 A
,

使得
a
( x)

”

U
。

xU 孟
` ,

vx 胡
.

又设 A包含投射群环 RG
,

( =
习 Ru 。

)且c 是 A的中心
.

由引理 2
,

有 C二 R

a 〔 G

并且 A 包含一个投射群代数 C G , .

定理 4 设环 A如上所述
,

并且C G , 和 R均是 C 一 A z u m a y a
代数

,

则 A 二 RG , 并 且 是

C 一 A z u m a y a
代数

。

证明 由于 C G , 是 C
一
A z u m a y a

代数
,

所以 C G
,

是C上中 心 G a l o i s 代 数 带 G a l o i s群

` le `
, 〔 ` , .

可以 验 证 ` {e `
,二 `

.

事 实 上
,

如 果 。 ,

夕。`
, 。 }e ` , 二 口Ic `

, , 则u a a “ 孟
`

二 U , a u 万
` ,

v a o e ` , ,

从而“ 万
`
u a a = a u 万

’
u 。 ,

v a o e ` , ,

即 u万
’ “ a o c

.

由引理 2 的证明
,

<U
。
}a o G }是 C 一线性无关

,

故有U a = U , ,

即得
a = 夕

.

所以
,

R公
e
C口 ,

是 R 上 的 G a l o i s扩

张 ( 定理 2 )
.

因C G ,和 R是C 一 A z u m a y a
代数

,

所以天。
e
e ` , 是 e 一 A z u m a y a

代数 “ ’ .

由引理 z , R G
,
丝 R⑧

。
C G , ,

故有RG ,
也是 C

一
A z u m a y a

代数
.

由定理 3 ,

RG
,

是 R上带

内 G o l o i s群 G }RG
;

的 G a l o i s扩张
,

故 存 在 RG , 的 C a l o i s集 {
x s , 夕1 11

= l , … , 二 } C RG
, ,

即戴
“ “ ( “ ` )

“ 6 ` a ,

V “ “ G ! “ G
, , 因G ! “ G

, “ G
,

所 以 习
x ` a (夕i )

` = 1

二 6
, 。 ,

V a o G即 {
x ` , 夕s】i

二 1 , … , 二 }也是 A的 G al io s
集

.

因而对于 V 既A a 二 习
x

二̀ I

t r ( , `
a
)
,

其中 : r = 习
a 〔” ,

由
a ( G

于 x “ RG 了, t r ( , ` a )
。 A` = R

,

所以
a o RG , .

故有A == RG , ,
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