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富氏级数法解无限长链式周期

结 构 的 动 力 响 应
`

杨宗炼 蔡承武
(应 用力学与工程 系)

摘 要 借助富里埃级数理论
,

讨论了具有无限个子结构的链式周期结构的动力分析问题
,

对具有周期性约束条件的自伴微分方程的解答
,

给出了按木征函数展开的表达式
.
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1 引 言

在实际工程中如能充分利用结构的周期性
,

就能简化这种类型结构的动 力 响 应 分

析
,

降低计算费用
.

目前关于回转周期结构的数值分析方法已基本解决
〔 ’ ~

“ ’ .

对 于 链

式周期结构的分析方法常用的有矩阵差分法
、

迁移矩阵法以及与此有关 的 z 变 换 方 法

等
〔 ` ’ ,

这些方法均要求载荷作用在相邻子结构的界面上
.

对于任意激励的响应 还 没有

十分有效的分析方法
,

特别对无限长链式周期结构作数值计算时
,

通常取有限长计算
,

由于要消除边界反射波的影响
,

使计算量成几何级数增长
.

文〔 5 〕应用 U 变换方 法解决

了有限跨连续梁对任意激动的响应问题
,

通过取极限得到了无限跨连续梁的分析解
.

本

文借助于富里埃级数理论
,

直接讨论了无限长链式周期结构的分析解
,

为任意激励的响

应提供了十分有效的分析方法
,

2 理论推导

考虑具有均匀抗弯刚度刀I和每单位长度质量为p A的无限长梁
,

支承在无穷多个 等

距分布的滚动支承上 ( 如图 1所示 )
.
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图 1 无限连续梁
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2 I n f i n i t e e o n t i n u o u s b e a m

设任意两个相邻支承之间峋跨
一

长为 l
,

在每一跨内
,

取局部坐标系
。 x
以见图 1 )

,

原点取在其跨中位置
.

千是所有子结构的动力方程都具有相同的形式
,

即

本文 1 9 9。年 1 2月那 日收到
,
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W 儿(x , t )
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口2平 ` (

x ,
t )

口t Z

= F k (
x , t )

, 一 1/ 2 <
x < 1/ 2 ,

k = 0 ,

士 1 ,

士 2 , … … ,

oo ( 1 )

式中
,

W以
x ,

)t 是横向挠度
,

F从
x ,

O是作用在跨内的荷载函数
,

下标 k表示第月个 子 结

构对应的函数
.

由滚动支承处的连续性
,

要求满足下列端点条件 渊

平 k ( x , t ) l
x 一 士 12 : == 0

口砰 `

口x

口 Z

W掩

口x Z

口平` + 1

口x
( 2 )

义 = J / 2

二二 l / 2

_ 口
Z

W 掩
+ 1

日x Z
戈二 一

l /

考虑到结构的周期性
,

借助复式富氏级数以第 九个子结构的挠度和荷载函 数 作为点

次谐波的振幅因子
,

可以形式地构造两个辅助函数

口( 8
, 丫 , t ) 二 习 W ` (

x , t )
e x p ( 一 fk s )

k二
一 .

( 3 )

f ( 8
, x , t )

=
习 F k (

x , t )
e x p ( 一 f k s ) ( o < 0 < , )

k= 一翻

由于通常仅考虑有限个子结构的荷载在整个系统中所引起的响应
,

不妨 设 当 ! kl >

。时 F k二 。
,

所以 f ( O
, x , t ) 二 习 F k ( x , t )亡

一 `印变为有限个荷载函数的和
,

其存在性不容置
k二 一 n

疑
.

对于有限个子结构作用荷载的条件下
,

无限远处的万 k 由实际经验可知其单调 减 趋

于零
,

由文 〔 6 〕可知级数 习 W k -e i印是一致收敛的
.

下 面 的 命 题 阐 述 了 q ( e
, x ,

O和

平 k ( x ,

O的解法
。

利用 ( 3 )式可将方程组 ( 1 )及端条件 ( 2 )化为定解问题

、 .
J

月任
了.、

、.夕.t,̀性、rl二 ;
口

4口 ( 8
, x , r )

, _ ,
口

2口( 8
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—
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—
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一
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g (日
,

l / 2 , t ) = g ( 8
, 一 I / 2 , t )

= o

斋 !
二 _ , , :

…
p ( “̀ )

一

器!
二 _ _ , / : ,

令!
二 _ , , : = 二 p “ “ ,

器
一

!
二
一 ,,

:

命魔 1 若定解问题 ( 4 )有解 q ( 0
, x ,

t)
,

则满足方程组 ( 1 )和端点条件 ( 2 )的 解可

表示为
1 「兀

_ _ _

_ , : , 。 、 , 。
_

, 、 , 。 1 〔兀 n ,
_ _ _ _ , : ; 。 、 _ , 。 . 、 、 , 。 , , 、

W ` ( x , t ) 二
手分吸

` e x P ( ik s )叮( 8
, x , t ) d s = 土 t

`

R e 〔e x P ( ik s )口( 8
, x , 玄)〕d s ( 5 )

2兀 J
一 二 一 ’

“
、 `

” 万 J
。

证明 由 q ( 8
, x ,

t) 的定义可知武 一 二 , x , t ) 二武二 , x , t )
,

且 q有连续导 数
,

所 以 q 满 足

L i p s e h i t z
条件

,

因而口属于有界 变 差 函 数 类
( 。〕 ,

由 D i r i e h l e t一 J o r d a n
判 别 法 可 知

武 0
, x ,

)t 可展开为一致收敛的富氏级数 ( ’ 〕 ,

因而微分和积分可交换次序
,

于 是 对 ( 4 )

式等号两边同乘上砂k口/ 2 二后
,

从一 二到万积分即得到方程 ( 1) 及端条件 ( 2 )
,

这 就证 明

了( 5 )式所求出的W`确是满足 ( 1 )和 ( 2 )的第 k个子结构的响应函数
.
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下面再讨论将万吞用本征函数展开的表达式
。

先定义一个辅助函数 Q ( ) x
、

:
.

1
.
1

11
二

/ d
`
Q _。 4

o
D
二 八 , , 。

/
_ /

, / 。

二了二了一 ` 尸 甘 尸十 U , 一
`

/ ` 、 、 占 、 、 叮 `

U X
-

Q ( I/ 2 ) 二 Q ( 一 l / 2 ) 二 o

d Q ( l / 2 )
, _

塑臀…
袱

; d Q ( 一 l / 2 )

_
一 ` 人尸 气` 以 ,

—
Q X a X

( 6 )

d
Z

Q ( l / 2 )
d x Z

二 e x p ( 10 )
d Z Q( 一 l / 2 )

d x Z

命题 2 定解问题 ( 6 )是自伴本征值问题
。

证明按照自伴问题的定义易得
.

由此便可推知满足 ( 6 )的本征值和本征 函数 必 存

在
,

且有

Q ( 一 8 )
=

口了百) ( 7 )

由自伴本征值问题的基本定理可知

i) 问题 ( 6 )的本征值口必是实数
,

对于确定的 e值
,

其全体构成一可数 集
,

夕与 e

的关系满足频率方程
〔 ” 〕

e o s s 〔s h (口l ) 一
s i n

(夕l )〕 + s i n
(夕l )

e h (口l ) 一
s h (夕l ) e o s

(口l )
二 o ( 8 )

当0从。到
二
连续变化时

,

( 8 )的第m个正根夕袱 m = 1 , 2 , … ,

co )也随之连续变化构成可数

个互不交叉的连续频谱带
.

ii) 对于固定的 0
,

不同本征值口。 所对应的本征函数两两正交
,

为了与我们所讨论

的问题相对应
,

可令其满足下列的正交归一条件
l

【
“ “ 。 , 。 。 ·

。
·

d x “ “二 ·

沙 一
l /

2

( 9 )

记`
= p A。氮/ E l

,

则由方程 ( 6 )可得另一关系式

d
毛

Q ,

d x `

·

口
。

d二 二 。
粼。

。 ,

( 9 尹)
了上

E

么

2/I矛
沙曰.已f..

一月
L刃」

111) 若 f ( 8
, x , ` )在〔一 l / 2

,
l / 2 〕中平方可积

,

则f ( 8
, x , t )可以依本征函数口。 ( 8

,

x) 展开为一个绝对而且一致平均收敛于 f ( a
, x ,

O的广义富氏级数

、Jl、 .尸
.

八甘,l
山.孟J.l

.、̀ J才.、

f ( 8
, x , t ) 二 习 若二 ( 0

, t ) Q二 ( 8
, x

)

其中广义富氏系数省。 ( 0
,

D可用下式表示

: _ (。
.
: ) 二 【“

“ 。通r (。
, : ,

小。二 (。
, :

) d x

J 一 l /
2

命题 3

证明

定解问题 ( 4 )在零初值条件下的解可用本征函数口二 ( 0
,

x) 展开为

q ( 8
, x , t ) = 习概是飞箭{:

“ , `“
, · ’ s ` n 。 二 “ 一 r ’ “

( 12 )

由本征函数的展开定理可设
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` (夕
, x ,

t ) 二 艺 了
’

。 ( 0
, t ) Q , ( 8

, x )

代入 ( 4 )得

。
翔(。 ) T ,二

(夕
,

, ) * d
Z T 二 ( 8

,
t )

d t Z

= 七
,二

(口
, t ) / p A

由 D t: h a m e l 积分便得零初值响应

T 仍 (口
,

t ) 二
1

户A 。 , (口)

命越得证
。

J;
; 二 `“ , · , 5` n 。 ? “ 一 ’ `·

代入 g ( 8
, x , 浓)的展开式

,

注意到命题 1 和命题 3 ,

可得下列定理

定理 1 满足方程组 ( 1 )和边界条件 ( 2 )及零初值条件为解可用本征函数 Q。 ( O
,

x)

展开
,

其展开式为

、 ;
(二

.

: 、 二 矛 毛f
` R 。

f
e X 。 ( : 、 。 )

.

旦彩旦:幼
_
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` : _ ( 。
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、 d 。 ( 1 3 、

优二 1 万 J 。 、 尸直田仍 LO ) J o ,

推论 , 当 t 二 : 时刻在 o 号子结构
x 二
若处单独作用一个单位脉冲力时

,

第 左个 子结

构对应于第 m 个频带的模态子空问的响应为

万扩
’

(二
, 。 ,

套
, : ) 二 `

I
仅拼 ( 万 )
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,
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式中
, 口。
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推论 2 利用记号 11 扩
’ 可将定理 1的结果改为

W lz( x ,

峥 =
万 艺 F :

(言
, · 卜、 扩

一 “ ’
( ·

, , , 。 , · ) d

小
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么
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.ú̀产

1
.

3 例 子

例 I F
。

( x ,
t ) = 6 ( x

)
·

乙( t ) F
。

(
x , t )

= o , n 专 0
.

解 这是无限连续梁在零号给
七

为跨中处
,

在卜 O时刻作用了一个单位脉冲后的响应

问题
,

系统如图 2 所示
.

奥犷
. 了

图 2 无限连续梁在 。 号子结构赌中受单位脉冲作用

户洲岔 F 19
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2 I n f i n i t e e o n t i n u o u s b e a tn
s u b j

o c t e d

t o a u n i t i m p u l s e o n 冲 0 s u b s t r u e t u r e
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由推论 1 可知第k号子结构的响应可表示为
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,
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,
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例 2 无限连续梁在移动集中力作用下的响应
.

解 考虑图 3 所示连续梁在匀速运动的作用力下的响应
.

声气亨节
二

而片
盈

一 . 一刊 . . .

O二

图 3 无限连续梁受移动荷载作用
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3 I n f i
n

i t。 e o n t i n u o u s b e a m s u b j e e t.de

卜
诱气侧

t o a m o v i n g l o a d

此时方程 ( 1 )中的荷载函数为
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由 ( 1 7 )式便得第几个子结构在时刻 ,时的响应
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