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高效低噪二阶状态空间数字
滤波器误差谱成形

·

陈钧量 刘清南
( 无 线 电电子学系 )

摘 要 本文给出误差反馈高效计算低舍入噪声 ( 高效低噪 ) 二阶线性状态空间 ( L S S )

数字滤波器的设计方法
.

对窄带数字滤波
,

新结构比高效低噪原结构可降低噪声 1 5d B ,

比

原结构的最优 L S S实现降低 1 0 d B
.

同时保持了原结构的运算高效性
、

溢出极限环稳定和低

系数灵敏度等特性
.

用新结构并联实现高阶窄带椭圆滤波器
,

比用原结构和最优 L S S结构的

并联实现分别降低噪声 1 3 d B 和 9 d B
.

关镶词 数宇滤波器
,

误左谱成形
,

单位噪声增益

因寄存器和运算器的有限字长效应
,

窄带递归型数字滤波器将出现很大的 运 算 误

差
.

目前降低这些误差的方法天致分为两类
: 线性状态空间 ( L 5 5 ) 卖现和误差谱成形

( E S S )
.

前者包括最优二阶正交滤波器
、

最优二阶 L S S结构
〔 `〕 、

次最优二阶 L S S结

构和高效计算低舍入噪声二阶 L S S结构
〔 “ , “ 〕 .

在这些降噪实现中
,

同时获得低系数灵敏

度和无溢出振荡或保证抗 自治溢出极限环
.

后者 ( E S S ) 已成功地应用于定点递归型滤

波器的直接型实现
。

最近
,

出现将 E S S结构加入到二阶正交滤波器
、

任意阶 L S S和次最

优
、

最优二阶 L S S实现
〔毛 , “ 〕 ,

并表明对降低滤波器输出舍入噪声是很有成效的
.

本文讨论高效低噪二阶 L 5 5数字滤波器加入误差反馈后系统的输出噪声
,

探讨简单

一阶和二阶误差反馈后系统的降噪性能
。

对高阶窄带椭画滤波器
,

给出新结构并联实现

的降噪例子
,

并指出新结构的优点
.

1 高效低噪二阶L S S数字滤波器

设实现二阶传递函数

H ( Z ) 二
al Z 十 a Z

2
2 + 夕

: Z + 夕: Z 一 几

a ,

+ 玄二 再̀ ( 1 )

式中
a : , a : ,

夕
,

和夕
:
为实数

,

及

a = a , + j a i 二 1
a
l
。 j协“

几= 几
r + 秘 i 二

囚
。神浇 ( 2 )
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式 ()l 的状态空间实现为

H ( Z )
= C` ( 2 1 一 A )

一 `
石 ( 3)

其中

a 1 2 a 1 2

a z l a 2 2

、 「bl l 「lc飞
l b二 } } C =

1 }
」 七b。」 L c :

」

尸elsèw.k

一一A

若毛A
,

右
,

C }实现 H ( Z )
,

则

A , 二 T 一 I A T b , = T
一 l b C , 二 T t C

同样实现H ( )z
,

其中T为任意非奇异 2 x Z 变换矩阵
.

可见
,

对实现H ( )z
,

代表 4个自由度
.

为防止状态变量溢出
,

常采用对角定标变换
〔 2〕

T = d i a g { t
; , , t : 2

}

( 4 )

T 的 元 素

( 5 )

式中 t : : 二 1! F
:

( Z ) 11
, t : : , ! IF

:
( Z ) }}

,

及
`

尸:
( z ) = 〔乙,

z + (
a ; :石

: 一 a : : ` ;
)〕 / ( z

, + 夕: z + 口
2

)

F
Z

( Z ) = 〔b: Z + (
a Z:乙; 一 a : : b Z

)〕 / ( Z
之 + 夕

: Z + 口
2

)

这里十1!
;
代表肠范数

,

对宽带信号 P “ 2 ,

对窄带信号 P = `
.

状态变量结点的传递函数
。

将式 ( 5 )代入式 ( 4 )得

( 6 )

凡 ( Z )是滤波器输入到第`个

!
一
瓮:一 )

。”
1`￡

】 ,

“
一

「`玉! 亡1

、

A 尹 =

} … b
, 二

! } C 产 =

1 1

}址
· 2 1

一 {
L否

2

/ `
2 Z

J L `么2一 J

( 7 )

对 { A
,

b
,

c }实现 H ( z )
,

设舍入误差为方差磷的不相关白噪声
,

则滤波器输 出的

合成舍入噪声方差
〔 “ 〕

a
乡

= (
。 。 + 。 :

!{̀
:
( Z ) }l;

+ v Z

!}G
,

( z ) l}套)
。吞

_

( 8 )

式中v0 是输出端出现的舍入噪声源数目
, 。 ,

和 v Z分别是第一和第二状态变量结点出现 的

舍入噪声源数目
,

G,. ( Z )为第 i个状态变量结点到输出端的传递函数

G,
( Z )

= 〔e : Z + (
a : , c : 一 a Z : c ,

)〕 / ( 2
2 + 夕

,
z + 口

2

)

G :
( z ) = 〔c Z

z + (
a : : e : 一 a , : c Z

)〕 / ( 2
2 + 夕

: z + 夕
2

) ( 9 )

对最通常情况。 : 二 。 : ,

式 ( s) 变为

a

乡
= (

。 。 + 。 ,` ) a
二 ( 1 0 )

式中G为该实现的单位舍入噪声增益
,

即

` =
l!̀

,

( z ) fi全
+ !!`

2

( z ) 11里 ( 2 2 )

由式 ( 1 )
、

( 3 )
、

( 5) 和最优 ( 最少舍入噪声 ) 二阶 L 5 5数字滤波器的充要条件
〔 ` )

a : : = a : 2

和 b
, c , = b

: c :
( 1 2 )

可得到在几定标约束下最优二阶L S S实现 <A
尹 ,

b产
,

C 尹
}

。

再由式 ( 7 )
、

(的和 ( n )可得到

` 厂( z )
一 , , ,` ,

( z )
,

G二( z )
= : :

:
G :

( z )
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和 G `
( Z ) == ,

}
: ·

}Ì
,

( z ) l!孟
+ ,盆

: ·

! Ì
:
( z ) 11重 ( 2 3 )

可见
,

经定标变换 T后
,

使原来的 G :

(Z )和` :

(Z )分别乘以变换系数 t ; :和几2 ,

并未 改 变

G
`

( z )和 G
Z

( z )的零点位置
,

这说明了定标变换不会破坏原结构的最优特性
.

但这 时 的

单位舍入噪声增益 G 尹
( )Z 已经改变了

。

上述变换矩阵 T的元素代表了 4个可供选择的 自由度
.

B o m ar 提出高效低 噪 二 阶

L S S数字滤波器的设计思想是
` “ 〕 ,

在式 ( 5) 和 ( 1 2 )条件下
,

并满足保证极限环稳定和低

舍入噪声的充分条件

!
a , , 一 a : :

! + }几}
2

戈 i ( 1 4 )

通过对设计参数的最优选择
,

可以得到实现《A
,

b
,

C }中两个元素为 。 或 2 负幕
,

从而

减少两个系数的相乘运算
.

然后
,

再经定标变换 t : : ) 1 和场 ) 1 ( 对几定标来说 是更为

保守的定标 ) 和进行系数调整
,

使 <A
尹 ,

b产
,

C 矛
}中另外 2 个元素为 2 负幂 ; 再而 减少

两个系数的相乘运算
.

这样便提高了计算效率
,

同时保证了极限环境稳定和低舍入噪声

的二阶 L S S滤波器的实现
。

高效低噪二阶节的设计过程是繁琐的
( “ 〕 ,

但却是一次性工作
,

且能用计算机 辅 助

设计
,

因此很有实用价值
。

作者发现
,

对很窄带宽的二阶滤波器
,

常会出现按 B o m ar 设计方法选择的设计参数

不能满足式 ( 1 4 )
,

这时
,

可利用作者提出的补充方法
` ’ ,

最终实现笼A
尹 ,

b尹
,

C 产
}中只有

5个系数的相乘运算
.

2 误差谱成形方案

图 1 为含二阶误差反馈的二阶 L S S数字滤波器
.

设舍入噪声
。
(叻为平稳独立

、

零均

值和等方差砖的白噪声
.

若取量化器输出
。
(
, 十 1 )为状态变量

,

则可得下面状态方程及

其 z 变换
x ( : + z )

= 月x (
:
) + A : 。

(
:
) + A

Z e
(

, 一 x ) 一
e
(
: + 1 ) + b书 (

,
) ( 1 5 )

X ( Z )
二 ( 2 1一 A )

一 ’ 〔 ( A
:
Z
一 ’ + A , 一 2 1 ) E ( Z ) + bU ( Z )〕 ( 1 6 )

式中I为单位矩阵
。

由此得系统的输出噪声谱

y
。

( Z ) == C ( 2 1一 A )
一 `

( A
Z
Z
一 ` + A

: 一 2 1 ) E ( Z )

则等效噪声谱

E l
( Z )

二
( I 一 A : Z

一 ` 一 A
:
Z
一 2
) E ( Z ) ( 2 7 )

可知
,

适当选择误差反馈系数矩阵A
:

和 A
: ,

即调整式 ( 1 7) 的零点位置
,

使更多的噪

声能量移入滤波器的阻带
,

从而降低通带内的输出噪声
.

等效噪声谱的零点越接近滤波

器的极点
,

输出噪声降低越多
.

若令

l) 刘清南
,

高效低噪二阶L S S数字滤波器的误差谱成形
,

中山大学硕士论文
,
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bbb

以以

图 1

F i g
一
1 S e e o n d

一 o r d e r

含二阶误差反俄的状态空间结构
e r r o r f e e d b a e k i n a s t a t e

一 s P a e e s t r u e t u r e

A : 二 一 , 和 A : = d i a g〔a

二〕 ( 1 5 )

则第 k个状态变量的等效谱成形噪声源为

E又( z )
== E; ( Z ) ( i 一

a

工z
一 , + z

一 ,
) ( 1。 )

式 (l 的的传输零点为

z二*
== 。` j“ 。

其中
。

二
= 2 e o s。 * ( 2 0 )

当A : = 0时
,

图 工变为一阶 E S S框图
,

由式 ( 1 9) 得

E二( z ) 二 E ; ( Z ) (卜
a

二z
一 ,

) ( 2 ; )

式 ( 21 )的传输零点为

Z二,
= a

夏 ( 2 2 )

由式 (幻和 ( 1 9) 可直观地得到第 k ( k ” 1 ,

2) 个等效嗓声源到输出端的传递函数为

` f ( z )
二 ( i 一

。

fz
一 ’ + z

· “
)`

:
( z )

`呈( z )
= ( l 一 a

二z
一 ’ + z

一 “
) `

:
( z )

那么
,

系统的单位舍入噪声增益可由式 ( 1 1) 导出

` e = l{ `丁( z ) l}
2
+ 11̀盲( Z ) }{盖

( 2 3 )

( 2 4 )

对 A
: = 0 时

,

可得到类似的结果
。

从式 ( 23 )和 ( 2 4) 可知
,

采用 E S S技术后
,

只是将舍入噪声的传输零点引入到它的传

递函数中
,

适当选择引入零点位置
,

就能降低系统的单位舍入噪声增益
,

而不影响信号

的传递函数
,

保持了原结构的其它性能
。

对于高效低噪二阶L ” S数字簿波器的误差谱成形结构
,

若式 ( ,。 )的戒按下 式 取值



中山大学学报 ( 自然科学版 ) 第 31卷

{士
1

“ 人 = }
仁 0 , 士 2一 “

(
九 = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 )

( 一阶E S S

( 二阶E S S

( 2 5 )

即将表 1 中等效噪声传输零点分别引入到不同的高效低噪二阶节去
,

则既可降低这些二

阶节的输出噪声
,

又不会带来附加的相乘运算
,

保持了高效低噪二阶节的计算效率
.

表 1 等效噪声谱的传输零点

T a b
.

1 T r a n s m i s s i
o n z e r o s o f t h e e q u i v a l e n t n o i s e s P e e t r a

角度。 k ( 度 ) 0 6 o 7 5
.

5 2 s 2
.

s 2 s 6
.

4 2 s s
.

2 i 9 o g 1
.

s o 9 3
.

6 o g 7
.

2 o 1 o 4
.

5 o i 2 0 z s 0

系数 a

孟
1 1 2

一 , :
一 , 2

一 , :
一` 。 一 :

一 ` 一 :
一 3 一 2

一 , 一 :
一 ` - 1 一

E S S 阶数 1 2 2 2
_

2 2 2 2 2 2 2 2 1

3 计算结果

3
.

1 简单误差反馈的降嗓性能

设二阶数字滤波器的传递函数为

万 ( z ) = ( z 一 z
。
) /〔 ( z 一 z

尸

) ( z 一 z盆)〕 ( 2 6 )

改变其零点0z 和极点 z p , , 。 = “
士

声的位置
,

即取 0Z = 一 .0 3
,

一 .0 6
,

一 1 和 7 ’ .0 90

一。
.

9 9 , 。 二 5 ~ 3 5
” .

求出相应二阶节的最优 L S S实现单位舍入噪声增益 G
。 ; , 和 高 效

低噪 L S S实现单位舍入噪声增益 G了
,

对相应的高效低噪二阶节分别加入优选 的 E S S 结

构
,

求出这些误差反馈新二阶节的单位舍入噪声增益 G
“ .

为节省篇幅
,

仅 给 出 图 2 的

计算结果
.

从图 2可知
,

对窄带滤波
,

新结构比高效低噪原结构可降低单位 噪 声 增 益

15 d B以上
,

比原来二阶节最优 L S S实现可降低单位噪声增益 10 d B以上
。

对 改 变 零 点

0Z 数值
,

可得到相近的降噪性能
.

换句话说
,

对窄带滤波
,

新结构的降噪性能对滤波器

的零点不敏感
。

二阶节的通带越窄
,

降噪效果越好
。

3
.

2 高阶窄带椭日毖波器例子

设高阶递归型数李滤波器的砖油菌数
一

` · , .

一

’ 厂) l乡 。 。
帆 / 。。 ) 份

一一二二止止于!
L|IT I

/一
一

二
_ 二

111
1
ó

气
.

、`
_

口
.

火
〕 臼

图 2

F ; 9
.
2 N o i , e 教

二吵节的蜂黔
能 (扮

一 “ ·
6 ,

、

。 一

卜
3

50)
_

r e a 让 e t l o n p e r 士o r m a n e e
`

士o r 红 e w s e e o n d
一 o r d e r s e t s
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刁欣;

刀

H ( Z ) = 习
f 之 1

比 `

Z 一 又
十 d ( 2 7 )

式中击和 “ 、均为复数
,

d为实数
。

设 N为偶数刀寸
,

则式 ( 2了)写为

(H =)z 翔
一

荞亩
+

六)+ d
一 几.

( 2 8 )

对上面 N / 2个二阶节
,

分别用最优 L S S实现和高效低噪 L S S实现
,

并根据每个二阶节的

极点
,

利用表 1选择相应的最优 E S S结构
,

分别加入上述高效低噪 L S S实现中
,

用这种

新结构来实现窄带低通
、

窄带带通和窄带带阻椭圆滤波器
( 6 〕 ,

其设计数据
、

二阶节的

单位噪声增益和降噪比值的计算结果见表 2 ,

其中只考虑极点幅角在 。 一 90
。

内情况
。

表 2 高阶窄带椭 圆数字滤波器新结构的降噪比值

T a b
.

2 N o i s e r e d u e t i o n r a t i o o f 刀 a r r o w
一

b a n d e l l i p t i
e d i g i t a l

和
f i l t e r s w i t h t h e n e w s t r u e t u r e s

…
卜|泊四队

设计要求

( 频率已

归一化 )

极 点

久二 几r + j又i

寿 击

0
。
0 2 9 2 0

。

9 9 6 9

0
。
0 9 6 0 0

。
0 0 2 7

0
。

0 3 4 2 0
。

0 8 9 5

0
。

0 9 0 1 0
。
9 8 6 1

0
。
0 4 9 5 0

一
9 7 9 8

.

0
。
0 7 3 8 0

。
9 7 8 3

最优

L S S

G o P t

高效低噪}E S S结构

L S S
,

G , 阶数
a

二

新二

节阶

G e

降噪比值
*

(d B )

( l ) ( 2 )

带 通

通带 0
.

2 3 5

wt o
。
2 4 5

过渡带宽

0
.

0 0 2

一 O 0 0 0 5

0 0 0 9

一 0
.

0 0 7 5

6 6 3 2

6 6 44

7 4 3 1

0
。
7 2 6 7

0
。
7 9 5 0

0
。
7 8 6 5

1
。
6 0 8 5

0
。
9 3 0 8

0
。
9 6 7 4

2 2

2 2
…:

0 0 0 9

0 0 1 6

0 0 9 7

0 2 3 3

0 3 3 7

03 0 6

1 7
。
7 4

0
。
0 0 6 3

0
。
0 2 5 0

一 0
。

0 2 4 2

0 1 0 2

0 0 5 2

0
。
7 4 4 3

Q
.

。
9 3 0 1

2 2
1 6

。
7 0

2
、

2
〕:

0
。
0 0 8 2!0 ` 9 29 9 2

一 3

, 段
; 低 通

截止频率
0

。
0 4 0

阻带始频
0

.

044

0
。

9 6 15

0
。
9 45 7

0
。

9 13 2

0
。

8 6 93

0
。
2 518

0
。
2 3 68

0
。
1 9 1 5

0
。

08 0 6

一 0
。
0 0 1 0

0
。
0 2 73

一 0
。
0 76 4

0
。

05 1 3

一 O 0 0 6 8 }0
。
7 2 96 1

。

3 53 4

1
。
3 53 4

1
。

4 8 9 6

0
。

9 8 9 1

0
。

0 7 5 2

0
。
0 1 2 3 }0 夕2王8 0

。
0 7 52 }1 4

0 `“ 8

…
0

·

“ 5 6 4

1 6 1 1}0
。

6 42万

。
0 6 2 4

。

03 2 7

1 1
。
2 1

一 O

带 阻

阻 带

0
。

23~ 0
。

247

过渡带宽

0
。
0 02

0
。
1 0 3 2

0
。

02 1 9

0
.

1 0 46

0
。
0 1 9 0

0
。
0 9 1 3

0
。
0 2 8 3

0
。
9 9 14

0
。

9 96 5

0
。
9 79 4

0
。
9 8 4 7

0
。
9 46 1

0
。
9 4 9 9

0
。
0 0 0 2

0
。
0 0 0 2

一 0
。
0 1 8 0

0
。
0 1 7 6

一 0
。
0 1 6 5

0
。
0 0 8 8

0
。
0 0 3 7! 0

,
6 6 6 8 2

一 2

10
.

0 05 3

0 0 3 8 {0
。
6 6 63 2

一 4
0 0 4 3

一 0
。
0 0 2刀0

。
7 4 2 9 2

一 2

{0
。

0 543
1 3

。
2 9

一 0
。
0 05 0 0

。
7 4 3 1

2
。
1 9 6 5

2
。
2 1 3 1

2
。
1 45 9

0
。
8 0 5 4

2
。
4 44 5

2
。
1 6 2 6

2 2

一 “ · “ 6 3 8

{
0

· ” 3 2 3

一 0
、 。
0 6 5 6 }0

。
9 3 2 0

2 2
〔:

2 2
一 4

。
0 1 9 8

。
2 5 6 7

。
2 2 0 2

9
。

2 2

注
:

通带波纹 R = o
.

i d B
,

阻带衰减 A 二 4 o d B , *

降噪比值 ( 1 ) 1 0 19 (名 G 尹 /名 G e

)
,

( 2 ) 2 0 19 (名 G o p : /名 G e

)

我们还分别设计了多个不 同通带 ( 或阻带 ) 宽度的高阶椭圆滤波器例子
,

计算表明
,

带

宽越窄
,

新高阶结构的降噪效果越好
.

_
’

表 3 列出高阶窄带椭圆数字滤波器相应二阶节的高效低噪L S S实现的矩阵参数和相

乘系数的数目
一 二

_
一 `

’
.

二
_ . 、

三
_ 二

_ `
. _

_ _
_ _
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~

-
~ ` ~

一
.

一
.

一
~ - ~

一
, . . 口. 脚. . . , - - , , . . . ~ - .目~ . . . 户叫. . . 户旧 . . .口.

一
表 3 高效低噪二阶节的矩阵参数

T a b
.

3 M
a t r i l p a r a tn e t e r s o f e o tn p u t a t i o n a l l y e f f i e i e n t l o w

r o u n d o f f n o i s e s e e o n d
一 o r d e r s e t s

2
一 5

0
。

99 37 9

~ 1

0
。
0 2 7 1 1

09 7 6 2

0 1 6 9 6

0

一 2
一 `

一
0 9 59 8

。

98 54 5 0
。
0 95 9 8

0
。

09 47 7

0

0
。

0 1 8 9 9

一 2
一 `

00

。

03 7 1 3

一
9 7 9 1 8

一 1

2
一 5

0
。

15 0 6 6

一 0
。
1 2 0 1 6

0

2
一 3

带 通
0

。

0习2 3 4

1

一 0
。
9 72 36

0
。

097 90

2
一 5

0
。

13 15 7

一 2
一 3

2
一 3

2
一 `

0
。

9 6 0 2 4 0
。
0 36 4 4

0
。
0 4 9 2 8

一 2
一 i

0

一 0
。
2 0 0 3 2

2
一` 一 0

。

95 72 6

0
。

0 85 1 0

0
。
2 6 5 4 5

0

一 0
。
1 8 2 10

一 2 一

0
。

9 58 74 一 0

2
一 3

50 7 3 7

9 6 24 8

2
一 3

0
.

0 45 8 6

一 2
一`

2
一 3

0
。
9 6 24 8

2
一 2

低 通

一 0
。
2 2 53 7

0
。

92 8 90

2
一 3

一 0
。

1 8 7 3 1

2
一 刁

一 2
一 2

0
。

9肠 7 4

2
一 3

一 0
。

2 93 6 7

0
。

92 07 4

2
一 2 0

0
。

3 05 68 一 2
一 1

0
。
9 055 5

2
. 3

一 2
一 `

0
。

833 13

2
一 1

0
。

2 16 09

0

0
。

4 7 5 18

0
。

飞032 3

1

, 0
。

百8 2吕5

0
。

10 3 23

2“

0

0
。

00 736

一 0
。

118 56

0
。

0 21 85

1

` 0
。

99 30 1

0
。
02 1台5

2
一月

0

0
。

0 0 7 63

~ 0
。

11 9 5 8

0
。

0 94 10 一 0
。

9 592 8

1 0
。

114 10

2
一 5

一 0
。

142 13

一 2
一 6

2一

带 阴
2
一 6 一 0

一

969 6 1

1 0
.

022 46

0

0
。

15 43 6

2“ 一 O
。
89 59 3

0
。
1 2 00 0

2
一`

0
。
22 84 2

0
。

263 84

0

一 2
一 3

0
。

4 54 2 5

0
.

05 6油

1

一 0
。

90 30 3

0

0
。

2 81 60

0

2
一 4

0
。

4 40 8 5
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娜曳 4 结 论

l

本文给出误差反馈高效低噪二阶L S S数字滤波器的计算方法
,

给出可供选择的简单

E S S结构方案
。

分析计算和例题表明
,

对窄带滤波
,

新结构比高效低噪原结构的单位噪

声增益可降低 1 5 d B以上
,

比原结构的最优 L S S实现可降低 1 0d B以上
,

新结构并联实现

高阶窄带椭圆滤波器比原结构和最优 L S S实现的单位噪声增益可分别降低 1 3d B和 gd B以

上
。

新结构保证在溢出极限环稳定下获得比最优 L S S实现更低的单位噪声增益
,

同时保

持了高效低噪二阶节的运算高效性
.

新结构的降噪性能对滤波器的零点不敏感
,

二阶节

的通带越窄
,

降噪效果越好
。
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