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摘 要

本文揭示图象在投影方向上的频谱与图象木身的频谱的关系
,

特别是投影角度和投影位

置对于投影的不同影响
,

给出了计算实例的验证
.

关键词 投影重建图象
,

频谱分析
,

地震勘探

由投影重建图象的问题
.

在过去 30 年里引起人们的广泛兴趣和注意
.

非破坏性的探

伤
、

测量
、

勘探等问题
,

均与由投影重建图象的问题有关
.

对于大多数的应 用 领 域 来

说
,

由于数据采集系统受到种种客观条件的限制
,

投影往往是不完全的
。

本文讨论由不

完全的投影重建 图象所产生的唯一性
、

数据采集
、

虚假成像等问题
.

l 基本定理

为了讨论由不完全的投影重建图象的问题
,

提出本文的基本定理
,

定理表明了图象

在投影方向上的频谱 与图象本身的频谱的关系 〔` ’
。

设群 (
x ,

妇表示一幅图象
。

又设

。
(
s ,
夕) = J 升 (

s e o s s 一 : s i n 口
, : e o s口+ s s i n夕) d
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( 1 )

这里
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, 一叮 2簇 0< 对 2 ,

以
: ,

0) 称为戒
x ,

妇 的 R ad
o n
变 换

〔 “ 〕 ,

为 图象

产 (
x , 万)在 (

: ,

的上的投影
,

投影方向 (
: ,

的规定着信
一

号源和观测器的布置
,

而役影城
: ,

0) 就

是观测器所采集的数据
。

又设

召 (左
劣 ,
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,

也称为图象召(
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。

二 : ,
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, ,
)

= 声̀ (
: e o s o 一 : ` 5 1 , 1 9
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又设

( 3 )

训 。 ,
0 (

、
) 友示图象产 (二

,

妇 限制在投影方向 (
: ,

的上变 化时的一元 函数
。

又设
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。 ,
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, J

)
二
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) 称为。 。 , 。 (
、 )的

一
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也你为图象产 (
二 ,
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。

本 )乏2 9 9 0年 6 月 2 3日收 J lj



第 4期 马争鸣等
:

由不完全的投影重建图象 5才

式 ( 4 )
、

( 3 )
、

( 1 )表明
,

图象在 (
s ,
口) 上为投影

。
(
s ,

8 )就是频谱 W
: ,

o (左
。

) 的直流

分量W
: ,

o ( o )
。

基本定理
:

图像 召(
x ,

妇 在投影方向 (
: ,

0) 上的频 谱W
: ,

口(札 )与图象本身 的 频 谱

召(众
二 ,

k刃满足关系式

W
: ,

o ( h
“

) = f于 群(几
二 ,

寿,
)
c x p 〔12二 (存

二 e o s s + 左, s i n o )
s〕 dk二 d k夕 ( 5 )

K夕 ` 0 5 0 一 K x s i n o
一 K : `

推论 〔” :

图象召(
x ,

妇 正投影方向 (
; ,

0) 上的投影
。
(
: ,

0) 与图象本身的频谱产(左
二 ,

如 )

满足关系式

。
(
s ,

6 ) 二 W
: ,

0 ( o )
=

I { 召 (左
二 ,

k y )
e x p 〔12二 (众

二 e o s夕+ k y s i n s )
s〕d几

二
dk y ( 6 )

五 。 c o s o 一 K
_

s i n 夕

图象 , ( x
,

妇在投影方向 (
: ,

的上的投影以
: ,

0) 是图象在该投影方向上频谱 W
: ,

0 (几
。

)

的直流分量平
: ,

o ( 0)
,

因此
, 。

(
: ,

0) 损失了叭
,

。 ( k
“

)的全部频率信息 (直流分量 除 外 )
.

但是
,

图象在一个投影方向 (
: ,

0) 上的频谱W
: ,

0 ( k
“

)与图象本身的频谱产 ( kx
,

ky) 不同
,

从

推论可 以看到
, 。

(
: ,

的是 l(( 气
,
k力沿着过原点的直线几yc os s 二 k卢 in 口上的加权 积 分

,

因

此
, 。

(
: ,
夕)携带了群(旅

,
秃力在这条直线上从高频到低频的全部信息

.

从基本定理及其推论可以看到
,

图象召 (
x ,

时在投影方向 (
: ,

0
,

)上的投影v(
: ,

0
:

)是图

象频谱 产( k
, ,
寿力在直线几̀ os 夕

` = 左x s in 口
:

上的加权积分
,

而图象拜(
x ,

妇在另一个投影方

向 (
s ,

0
:

)上的频谱平
: ,

。 :

(几
“

)则是图象须谱 l` (k
x ,

儿y )在直线族 k y e o s 0
2 一 k

二 s i n s
: 二 寿

。

( k
。
是

参变量 )上的加权积分
,

由于直线与直线族中每一条直线都相交
,

因此
,

v(
: ,

0: ) 携带了

W
: ,

0
:

( k
“

)从高频到低频的部分信息
,

或者说图象在这一投影方向上的低频分量 (直 流分

量 ) 携带了图象在另一投影方向上从高频到低频的部分信息
。

由不完全的投影重建图象

唯一性问题

从基本定理的推
一

沦可以看到
,

投影
。
(
: ,

0) 仅仅携 带 图 象 频 谱 群 (k
二 ,

k力 在 直 线

幻
。 。 5 0 二 叔

s i n 乡上的信息
,

只有当直线以原点为轴心旋转一周 时
,

投影才可能携带图象

频谱的全部信息
.

所谓不完全 ( 有限个 ) 的投影
,

也即只有有限条直线覆盖 召(帐
,
k力

,

在这些直线之外召 (气
,

念力的信息投影根本没有
,

因此
,

除了 N y q 时 s t 采样定理所 指出

的情况外
,

一般来说
,

图象不能由它的不完全 ( 有限个 ) 的投影唯一地重建
。

解决唯一性问题的方法是缩小解空间
,

也即在 C (口) (连续函数空间
,

甜是定义域 )的

一个子空间里寻找一个函数
,

使得这个函数在给定的投影方向上的投影
,

在一定的准则

之下 ( 如最小二乘
、

最大嫡之类 )
,

与己知的投影相吻合 ( 对于数据空间来说
,

这相当

于有限个投影的延拓 )
.

2
.

2 数据采集问题

从推论可以看到
,

投影角度夕和投影位置以寸于投影的影响是不同的
.

如果固 定投影
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角度 e
,

只是改变投影位置
: ,

那么
,

即便数据采集的间隔很稠 密 ( 图 a1 )
,

投影充其量

也只是把图暮频谱在直线上的分量重新组合一下 ( 加权系数 ) 而已
,

并不增加直线以外

图象频谱的新信息 ( 图 1吞)
,

但是
,

如果固定投影位置
s ,

改变投影角度 0
,

那 么
,

即便

数据采集的间隔很稀疏 (图 1` )
,

投影却是图象频谱在不同的直线上的加权积分 (图 1d )
.

因此
,

在由不完全的投影重建图象时
,

投影角度 6的变化比投影位置
: 的变化更重要

。

人
, c o 二e : · 无

二 , ￡。 e :

} 尸
’

、

/ 门一
、 、

.

沦 , ` 。 ,夕 , 一 几 , “ 。 ,

、

洲 月 、 Z产

龙

一二卜一一
、 :

、

踌认
: ,

* , )

二扮尸

图 1 投影位置 : 和投影角度口对投影v( s ,

的的不同影响
F 19

.

1 T h e p o s i t i o n s a n d a n g l e s o f p r o
j
e e t i o n p l a y d i o t i n e t r o l e s

(a) 固定投影角度
,

改变投影位置 ( b ) 投影只是包含图象频谱在一条直线上的频率信息

(。 ) 固定投影位置
,

改变投影角度 ( d) 投影包含图象频谱在不同直线上的频率信息

在地震勘探中
,

不同的炮检距代表不 同的投影角度 ( 其实一个非零的炮检距代表二

个投影角度
,

一个由上行射线 ( 波 ) 指示
,

另一个由下行射线 ( 波 ) 指示 )
.

因此
,

在

地震层析成像时
,

应当使用包含各个炮检距的迭前地震数据作为投影
,

而不是使用迭后

地震数据 ( 零炮检距 )
、

或者共炮检距 ( 也称共偏移距 ) 地震数据作为投影
,

因为这些

地震数据只有一个投影角度
。

2
.

3 虚假成像问题

由不完全的投影重建图象时
,

为了保证解的唯一性
,

必须缩小解空间
,

并且在一定

的准则之下挑选解
.

这样重建的图象
,

往往不是真实的图象
,

重建图象有别于真实图象

的地方即为虚假成像
。

从推论可 以看到
,

投影直线经过原点
,

对于不完全 ( 有限个 ) 的投影来说
,

虽然直

线不能够完全覆盖图象频谱的区域
,

但是
,

这些直线都经过原点
,

在原点周围 比 较 密

集
,

因此
,

不完全 ( 有限个 ) 的投影包含图象频谱的低频成份要比高频成份丰富得多
,

由这些投影重建图象时
,

低频成份比高频成份更接近真实图象相应的频率成份
,

即虚假
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成像
,

多在高频
.

3 计算实例

地震勘探中的走时反演是由不完全的投影重建图象的重要例子
.

走时是慢度
:
( x

,

力

(即地震波传播速度的倒数 )的线积分
〔 “ 〕

t ( x
: . x g ) = 1

5
( x

, z
) d省 ( 7 )

r a y 〔 , s , 戈夕
, s ( , , 之 ) 〕

这里
, x : 、 x g分别表示炮点

、

检波点的位置
,

扭夕〔x : , x g , :
(
x , :

)〕表示积 分 曲 线
,

它是
e王k o n al 方程的特征线

,

称为射线
〔 ` 〕 ,

d言表示射线的弧长微分
.

由于射线与慢度有关
,

因此
,

方程 ( 7 )是一个非线性的积分方程
,

我们利用背景慢

度 s 。 ( x
, z
)简化方程 ( 7 )

` (
x 一 ` “ ) “ · 。 , : 二 : ,

真
,

, : 。 ` 二 , 二 》 〕 “
( x

, `
) d言 ( 8 )

背景慢度可以利用有关慢度的各种先验知识来构造
.

由 t (尤
: , x刃确定

:
( x

,

劝是一个由投影重建图象的问题
.

在实际应用中
,

只能在 地面

的有限个位置上布置炮点和检波点
,

因此
,

由这些炮
、

检点所观测到的有限个走时
,

确

定慢度就是一个由不完全的投影重建图象的问题
。

为了保证由不完全的投影重建图象的唯一性
,

用多顶式样条
〔 5 〕
表示慢度

s
( x

, 之 ) 二 习
5 5甲` ( x

, z
) ( 9 )

公= 1

这里
,

I表示多项式样条空间的维数
,

叭 ( x
,

劝表示多项式样条空间中的一组基
, is 表示

慢度在这组基下的系数
.

把方程 ( 9 )代入方程 ( 8 )
,

得到一个线性方程 组
t = L (

s 。

)
s

( 1 0 )

这里
, t 二 ( t

, …
,
f。 )

r , r k == t (
x : , x g 二 )

,

k = z
, … , , s 。 = (

s 。 : , … s 。 ,

)
r , s = (

5 1

左 “

I
: :
(
s 。

) … l
, ,
(
s 。

)

(
s 。

)

I
, ;

(
s 。

) … l
。 :

(
s 。

)!
= 丁 切 i (x

, :
) d言

r a y `x s , 戈 g
, ` 。

)

没有解
,

必须在一定 准 则 之 下求

产.....̀!、

一一
、 .,了

内US
了r、 .

L

一般来说
,

方程 ( 1 0) 是一个超定的线性方程组
,

解
,

考虑下面的泛 函的极值点作为解

甜 (
s
) = }!L (

s 。

)
s 一 t11+ 岁,

1!
s 一 s 。

1卜 夕2

!1B
s
l【

这里
,

第一项表示解的精度
,

第二项表示解与背景的偏差
,

表示差分矩阵 )
, 夕工、 头表示加权系数

。

( 1 1 )

第三项表示解的光滑 性 ( B

)

图 2
、

3
、

4 是走时反演的计算实例
。

图 a2 表示真实的层速度剖面 ( 图象 )
,

从图

中可以看到
,

图象变化平缓
,

说明图象的频谱主要集中在低频端
。

图 b2 表示图象 ( 层速

度剖面
,

图 Z a
) 投影的示意图

,

为了尽量携带图象的信息
,

投影按照地震数据采集中共

炮集的方式布置
.

地震波从炮点出发
,

经界面反射到达炮集中各个检波点 所 花 的时间

( 走时 ) 就是图象重建时所使用的投影
,
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图 2 原始图像和合成数据
F i g

.

2 T h e o r i g i n a l i m a g e a n d s y n t h e t i e d a t a

〔a) 仿真的层速度剖面 ( 原始图象 ) ( b ) 合成数据 ( 原始图象的投影 )

}三生二止上止三生〕兰兰兰! 狂三
_

派班蕊止
`

:
’

:

图 3 初始图象和初始数据
F i g

.

3 T h e i n i t i a l i m a g e a n d i n i t i a l d a t a

( a) 做为背景的层速度剖面 ( 初始图象 ) ( b ) 初始数据 ( 初妙图象的投影 )

图 4 由不完全投影重建的图象
F 19

.

4 T h e i m a g e r e e o n s t r u e t e d f r o rn i n e o m p l 。 士e p r o
j
o e t i o n ,

( a) 重建的层速度剖面 ( 重建的初步图象 ) ( b ) 对图象作低通滤波的结果 ( c ) 图象的役影

图 3 a
表示做为背景的层速度剖面 ( 图象 )

。

图 3 b表示图象 ( 层速度剖面
,

图 3 b ) 投

影的示意图
,

投影的布置 与图 2b 相同
,

图中所示的射线就是重建图象时后投影的路径
.

图 4 a
表示按照泛函 ( 方程 1 1 ) 的极值点重建的图象

.

比较图 a4 与图 Z a
可 以看到

,

吸

建图象基本上反 映了真实图象变化的大致趋势
,

但是
,

重建图象在不少细节之处变化过

于剧烈
,

或者说
,

重建图象与真实图象在频率域的高频端相差较大
,

这是白不完全 ( 有

限 ) 的投影重建图象所致
。

图 4b 表示对图 4 a
所示的图象做低通滤波的结果

,

显然
,

经过

低通滤波后的重建图象更接近真实图象
,

图 c4 表示图象 ( 层速度剖面
,

图 4b ) 投影的示
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意图
,

投影的布置 与图2b 相同
.

投影路径 ( 射线 ) 取决于层逮度的 导 数
,

因 此
,

投影

`射线 ) 图间接反映了层速度 导函数的性态
.

比较图 4 。
与图 Z b可以看到

,

经过低通滤波

后的重建 图象与真实图象在一阶程度上也是大体相近的
.

4 结束语

( 1 )由投影重建图象
,

也就是由函数 ( 图象 ) 在一族曲线
_

L的积分 ( 投影 ) 反演函

数 ( 图象 ) 本身
.

对于大多数的应用
,

住往只能在有限个投影方向上采集数据
,

由有限

个投影贡建图象
.

本文的基本定理揭示了图象在投影方向上的频谱与图象本身的频谱的

关系
,

从基本定理可以看到投影包含了图象频谱的信息
、

投影角度和投影位置对于投影

的不同影响以 及不完全 ( 有限个 ) 的投影路径对于图象频谱覆盖的疏密等等
。

( 2 )图象的投影是图象频谱沿着一条过原点的直线 ( 称为投影直线 ) 的加权积分
,

直线的斜率只与投影角度有关
,

与投影位置无关
.

因此
,

图象的投影包含了图象频谱在

投影直线 上的所有频率信息 ( 从低频到高频 )
。

( 3 )在 由不完全 ( 有限个 ) 的投影重建图象时
,

显然
,

有限条投影直线不可能完全

覆盖图象频谱的区域
,

但是
,

由于投影直线都经过原点
,

投影直线在原点 附 近 比 较 密

集
,

离原点愈远愈稀疏
.

因此
,

不完全 ( 有限个 ) 的投影包含图象频谱的低频成份要比

高烦成份丰富得多
,

由这些投影重建图象时
,

自然地
,

低频成份应当比高频成份更接近

真实图象相应的频率成份
。

( 4 )对于由完全的投影重建图象来说
,

各种重建算法是等价的
,

对于由不完全的投

影重建图象来说
,

各种重建算法表现不一
,

与投影缺失的方向和数量有关
。

计算实例表

明
,

即便在投影极其不完全的情况下
,

仍然能够比较满意地重建图象
。
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