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摘 要 设 A 为
、
阶半正 定 H er m it 。

矩阵
.

求非负实对角矩阵 c
,

使得矩阵 c A 具有预先

指定的非负实特征值
.

本文给出几组使这一反 问题有解的充分条件
,

当
, 一 2 时

,

给出的这些

条件又都成为该反 问题可解的必要条件
.

关键词 eH
r m it 。

矩阵
,

特征值
,

反 问题
,

不动点原理
,

优超
,

非负矩阵

分类号 0 2峨1
.

6

1 问题与主要结果

设以 H
。

表示所有
*

阶 H e r m i te 矩阵的集合
.

考虑 下述配乘矩 阵特征值反 问题
:

( M H ) 设 A 一 (
。

) 任 H
。 ,

且 A 半正定
,

又设 、 1

簇肠毛 …镇入 为给定非负实数
·

求非

负实对角矩阵 C 使得矩阵 c A 具有特征值 又, ,

杨
,

… … 人
,

不失一般性可设
。 . ,

一 1(
`
一 1

,

2
,

…
, 。
)

,

(见文 〔1〕的说明 )
.

文 〔2 ~ 5〕曾讨论过使得反问题 ( M H )可解的充分条件
,

本文将给出几组新的充分条

件
.

文中以 入 ( B )记 H e r m i t e 矩阵 B 依升序排列的第 k 个特征值
.

对 B 一 ( b
. ,

)
,

记 IB {=

( l乙
. ,

l )
.

对 刀 一 。
J

) 任 H
, ,

用 p ( B )记它的谱半径
; 以 。 ( B )记 m a x

{ lb
. ,

11
:

并 ] } ; 以 g ( B )

记 刀 的最大 o e r s e h g o r i n 圆盘半径
,

即 g ( B ) = m a x {

乙2: ,

…
,
乙

. :

)
.

对 1簇无<
、
镇

, ,

以 通 〔无
,
无+ 1

,

…
, 、 〕记 月 任 万

。

第 k
,

k + 1
,

…
, 、

行和列的元素组成
.

记

}b
. ,

} } ; 又记 B
。
= B 一 d i a s ( b

l , ,

的主子矩阵
,

它的元素由 A 的

艺户
l成 `簇 月

户
; 、

( A ) = 户( A 〔k
,
k + l

,

…
, s 〕 ) ;

*
收稿日期

:
1 9 9 2

一

0 4
一
1 0 ;

完成修改日期
:

1 9 9 3
一
0 1

一
0 3
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, 、
.

( A ) = 夕 ( A 〔k
,
k + l

,

…
, s 〕 ) ;

m
、

,

、

( A ) 一
, n
( A 〔无

,
k + 1

,

…
, s〕 ) ;

。 *

( 八 ) = m a x {优
1

, 、 + ,
(通 )

,
m 、

, ,

( A ) }
·

定理 1 设 i( ) A 一 (
。

) 任 H
,

半正定且
。 :

一 1 (
:
一 1

,

2, …
, ,

ii( ) 0镇又1

镇札镇…镇人 ;

( 111 ) 对 无= 1
,

2
,

…
, 。
一 l 成立

又、 + ;
一 凡 ) 〔户 1

. * + ,

( }八
` 。 )

} ) + 户;
, ,

( }且
` 。 ,

} ) 〕 (入 + 凡
_ ,
) / 2

则问题 ( M H )必可解
.

( l )

定理 2 设 ( i )
,

( 11 ) 同定理 ]
,

又 ( 111 )对 无一 l
,

2
,

…
, 。
一 l 成立

凡 +
一 大、

) 〔: 1
, ; + l

( A ) +
: * , 。

( A ) 〕 (人+ 人一 ,
) / 2 ( 2 )

则问题 ( M H )必可解
.

定理 3 设 ( i )
,

( 11 ) 同定理 1
,

又 ( 111 )对 无 = l
,

2
,

…
, n
一 1 成立

人 + ;
一 人 ) { (k 凡十凡

一 ;
+ … + 入

一 ;

) m
l

,

* 十 1
( A )

+ 〔 (n 一 k )入 + 凡
一 !
十… 十人〕m

*
, ,

(月 ) } / 2 ( 3 )

则问题 ( M H ) 必可解
.

定理 4 设 ( i )
,

( 11) 同定理 1
,

又 ( 111 )对 无一 1
,

2
,

…
, n
一 l 成立

人+ l
一 人妻 (

n
凡+ 2人一 1

+ 人一 2
+ … + 久1

) 。
*

( A ) / 2 ( 4 )

则问题 ( M H )必可解
.

注 1 与文 〔2一 5〕相仿
,

本文 ( l) ~ ( 4) 将问题 ( M H )可解的充分条件表达 为 人
+ 1
一 人

) 件 的形式
.

但在 〔2一 5〕中
,

呢 均表现为依赖于矩阵 A 及 人 (n 个预指值中的最大值 ) 的式

子
,

本文 ( 1 )
,

(2 )的 叽 则出现了 人
一 , ,

(3 )
,

(4 )的 叽 则出现多个 入 或全体 入
,

使更细微地反

映出多个预指值对问题 ( M H )可解性的影响
.

注 2 有意思的是
,

当
,
一 2 时

,

( l) ~ ( 4) 成 为 肠一 久1

) (久
l
+ 肠 l)

。 1:

,
.

这又是
。
一 2时

问题 ( M H )可解的必要条件 (见 〔 1〕 )
.

即当
,
一 2 时

,

这几组条件是既充分又必要的
.

2 定理的证明

引理 1 设矩阵 x 一 id ag x(
1 , : 2 ,

…
, : 。

)其中
二 ,

毛
: 2

镇 …镇
: : ; B

= O。 一 l
,

2
,

…
, 、
)

,

又矩阵 八 = 义 + 刀
,

则

凡、 :
( A )一 uk} ( A )一

x ` + ;
+

x *

镇 入
。 a 二

( B 〔 1
,

2
,

…
,
无+ 1〕 )

一 抵
: :

( B 〔k
,

…
, n 〕 )

证明 由 C a u e h y 一 P
o i n e a r e

分隔不等式知
〔6 〕

凡
,

( A 〔k
,

…
, n 〕 )簇人 ( A )镇入

。 。 ,

( A 〔 l
,

2
,

…
,
k 〕 )

又 由 w e y一定理 口6〕知

杯
a 、

( 月 〔l
,

2
,

…
,
k + l 〕 )镇

x ; + :
+ 编

。、

( B 〔 l
,

2
,

…
,
k + l 〕 )

杯
l。

( A 〔k
,

…
, , , 〕 ) )

, 、

+ 瓶
,。

( B 〔k
,

…
, 、 〕 )

由上面 3 个不等式导得 ( 5)
.

证毕
.

一 b(
;

) e H
。 ,

其 中 b

( 5 )
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引理 2 设矩阵 x 一 d i ag (
: , , : 2 ,

…
, : ,

)
,

其中 o镇
: 1

毛
: 2

毛…镇
: , ; B 一 .(b

J

) 〔 H
。 ,

其

中 乙
: :

一 0 (
:
= l

,

2
,

…
, n
)

.

于是
户 ( x

` / 2刀 x ` / 2 )簇 户( }刀 } ) (
二 。

+
二 : 一 1

) / 2 ( 6 )

证明 因为矩阵 }xl 2/ 。 xl
2/ }与矩阵去万万}

。 }一 }、
1二 。 : 1 / 2 }都是非负矩阵

.

由非负矩阵谱半径的理论
〔 6〕知

。 (二
1 / 2。 、 1 / 2 )镇 。 ( }二

1 / 2。 、 1 / 2

一)簇。 (

叔石 l。 l )

一丫不万
* ( }。 } )镇 。 ( }。 } ) (

二 :

+
: : 一 l

) 2/
证毕

.

借助非负矩阵谱半径的理论还可证 明下述引理 3
,

4
.

引理 3 设 。、 : ,

镇
: 2

镇…镇
: : ,

又设 ;
. ;

一 ( 1一 。 l ,

)抓获
(
: ,

, 一 1
,

2
, 二

、

;
: J

) 的谱半径 、 ( ,
,

) 毛
报

(

石
+

叔扣
二
+ 石万 ) 镇 : (

。
一 1 )

二

· , 。
)

.

于是矩阵

。

+
x : _ 1

+ … +

引理 4 设 同引理 2
,

则

`
。 :

( ( x
` / 2刀 x

’ / 2 ) 〔 l
,

2
,

…
, 、 + 1〕 )镇 m ,

.
。+ ,

(刀 ) 〔k x 。 + 1
+

x `

+ … +
x l〕 / 2 ( 7 )

孤
: 。

( ( x
“ / 2刀义 ’ / 2 ) 〔、

,

…
, ,

〕 )妻一 m
*

, 。

(召 ) 〔( n
一 、 )

x ,

+
x 。 一 l

+ … +
x *〕 / 2 ( 8 )

定理 1 的证明 对预先给定的向量 久一 以
l ,

凡
,

…
,

入 )定义

D (劝一 {
x
一 (

x , , x : ,

…
, x ,

) 任 R
’ : x

卜 又
, x :

簇
x :

镇…镇
x 。

}

这里记号
。 卜 。

表示实向量
。

优超
。 ,

见 〔6〕
.

不难验证 D (劝是 R
”

中之非空有界凸闭集
:

对
Z
任 D (劝定义矩阵 X ~ id ag x(

, , 二 2 ,

…
, 二 ,

)
,

由
:

卜几知 x 必为非负对角实矩阵
.

另记

A (
x
)一 X

` / Z A X ’ / 2 ,

则 A (
x
)为 H e r m i t e 矩阵且与 x 通 有相同的特征值

,

将它们按升序记为

又,
x( )镇扬 x( )镇…镇凡 x( )

,

又记 u)(
x
) 一 ( 久

,
x( )

,

凡 x( )
,

…
,

凡 x( ) )
,

定义 D ( .}) ~ R
’

的连续

映射 f (x ) 一 久+
:
一双

:
)

,

因为 A (
:
) 一 x + x

` / , A ` 。 , x ’ 2/ ,

用引理 1~ 2 有

又、 + 1
(
x
)一

x , + 1
一 凡 ( x ) + x *

簇编
。 、

( ( x
’ / , 月 `。 )义 ’ / , ) 〔1

,

2
,

…
,
无+ 1〕 ) 一踢

, 。

( ( x
` / , A `。 ) x ’ / , ) 〔无

,

…
。 〕 )

镇 户 1
.

、 + 、
( }A

` 。 ,

} ) (
x ; + ,

+
x *

) / 2 + 户*
, 。

( }通
` 。 ,

} ) (
x :

+
x 。 一 ,

) / 2

镇 〔户 1
, ; +

川 且 ` 。 ,

4) + 户
;

.

:

( }通 `。 ,

1)〕 (凡+ 凡
一 ;

) / 2 ( 9 )

由定理 1条件 ( l) 及式 (9 )可推知对 k一 1
,

2
,

…
, 。
一 1 成立

f
*

(
x
)蕊 f

、 + ,
(
x
) ( 1 0 )

其中 f
`
x( )是 f x( )的第 k 个分量

.

因 为 A x( )的对角元素为
二 , , : 2 ,

…
二 , ,

特征值为 几1
(
:
)

,

祝 (
,
)

,

…
,

凡 (
:
)

,

故据 cS hu
r

优超 定理
:

卜 v}(
:
)

,

注意 久
, : ,

又x( )及 f x( )的分量均以升序排列
,

于是可推知

f (
x
) 一 又+

x
一又 (

x
)卜又 ( 1 1)

由 ( 1 0 )及 ( 1 1 )断定 f (
x
) 〔 刀 (又) (

x
任 D (大) )

,

据 B r o u w e : 不动点原理
,

f 在 刀 (久) 中

必有不动点
e
= (

e , , e : ,

…
, e

二

)使 f (
〔 、

) =
e ,

即 v} (
。
) = 久

.

亦即若令 e 一 d i a g (
。 , , e : ,

…
, e 。

)
,

则

矩阵 c A 具有特征值 久; ,

札
,

…
,

凡
,
c 就是问题 ( M H )的一个解

.

定理 1 证毕
.

借助 G er s hc g or in 圆盘定理可 由定理 1证得定理 2
.

定理 3 的证明 对
Z
e 刀 以 )及 x = d ia g (

, , , 二 2 ,

…
, 二 :

) 由 ( 7 )及 ( 8 )可得
:
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杯
。 、

( ( X
` / 2月 ( 。 ) x ` / 2 ) 〔 l

,

2
.

…
,
无+ 1〕 )

簇 m
,

,
; + 1

(月 ) 〔无x ; + ;
+

x ;

+ … +
x l 〕 / 2

镇 m
l

,
; + ,

( A ) 〔k人十 人一 :

+ … + 凡
_ ;

〕 / 2

林
i。

( ( x
’ / ,通 ( 。 , X ` / 2 ) 〔无…

, 〕 )

) 一 m
, , n

(通 ) 〔 ( n 一无 ) x
,

+
x

。
一 :
+ …

,

+
x ;

〕 / 2

) 一 m `
, 。

( A ) 〔( 。 一 k ) 人+ 人一 l
+ … + 人〕/ 2

七述推导中利用了
:

卜久
.

综合上述两式得

弋
。 n

( (工
` / 2月 `。 ,

x
` / 2 ) 〔 l

,

2
,

…
,
无+ l 〕 ) 一 孤

: 。

( ( 尤
’ / ,八 ` 。 , x ` / , ) 〔无

,

…
, , 〕 )

( {m
;

,

* + 1
( A ) 〔k 几

,

+ 人
一 l
+ … 十 凡

一 ;

〕+ m ;
.

。

( A ) 〔 ( 。 一 k )入 + 凡一
】
+ … + 凡〕 } / 2

用定理 3 条件 ( 3 )
,

式 ( 5 )及 ( 12) 可得 ( 1 0)
.

余下的论证同定理 1
.

证毕
.

定理 d 的证明 对
:
任 。 ( 又)及 x = d i a g (

: , , x Z ,

…
, : ,

) 由 ( 7 ) 及 ( 8 )可得

弋
。 二

( (义
’ / ,月 ` 。 ,尤 ` / 2 ) 〔1

,

2
,

…
,
壳+ 1〕 ) 一杯 i n

( ( x
’ / , A ` 。 ) x ’ / 2 ) 〔无

,

…
, , 〕 )

镇 { (k
: ; + ,

+
x *

+ … +
x l

) + 〔 (n 一 k x)
:

+
x 。 一 l

+ … +
x * 〕 }m

*

( A ) / 2

花括号中的值可整理为

(
x l
+

x :
+ … x :

) + (
x ;

+
x 七+ 1

) + ( k 一 1 )
x * + 1

+ (
n
一 无一 l )

x : .

由
x

卜 几知
x l
+

x Z
+ …

x .

簇 久,
+ 肠 + … + 人

, x ;

十
x * + 1

镇入
一 ,
+ 人

, x * + 1 , x :

落人
,

于是

凡
。 ,

( ( x
’ / ,月 ` 0 )犬 ’ z ,

〔 l
,

2
,

…
,

无+ l 〕 )一 戈
: .

( ( x
’ / , 月 ` 。 , x ’ / , ) 〔无

,

…
, , 〕 )

簇 {
。 凡 + 2人 _ 1

+ 人
_ 2
) + … + 几l

}m
*

( A ) 2/

由定理 4 的条件 ( 4 )
,

( 5) 及 ( 1 3) 可得 ( 1 0)
.

余下的论证同定理 1
.

证毕
.

( 1 2 )

( 1 3 )

3 数值例子

例 1 设 久= ( 1
.

1
,

1
.

7
,

2
.

3 )
,
凡 = , + 0

.

I B

其中

一 11孟ǐ日
ù

l01一

一一B

考虑问题 ( M H )的可解性

用定理 2
.

由
: 1

.

2

(A )一 0
.

1
, , J

,

3
( A ) 一 0

.

2
, , 2

,

3
( A ) 一 0

.

1 可算得

以
3
+ 祝 ) (

: l
,

2
( A ) +

: 1
.

3
( 月 ) ) / 2 = 0

.

6 一 札一 久;

( 久
3
+ 凡 ) ( ,

l
,

3
( 月 ) +

: 2
,

3
( 通 ) ) / 2 = 0

.

6 = 久3一 凡

据定理 2
,

本例问题 ( M H )可解
.

事实上
,

e = d i a g ( 一 17 3 6 5一8
,

1
.

7 0一8 6 5 5
,

2
.

2 2 4 4 7 9 7 )是一个数值解
.

用定理 3
.

因为 m
.

2
( A ) 一 m l

.

3
(月 ) 一 m 2

.

3
( A )一 0

.

1
,

可算得

〔 ( 大3
+ 肠 )

I n ;
,
2
(通 ) + ( 2久

3
+ 大2

+ 又.
) m

:
.

3〕 ( 月 ) / 2 = 0
.

5 7 < 凡一又
,

〔 ( 2久3
+ 扬+ 只1

) m
:

.

3
( A ) + (又

3
+ 扬 )仇

2
.

3
( A ) 〕 / 2 = 0

.

5 7 < 又
3
一凡
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由定理 3 可判断本例问题 ( M H )可解
.

用定理 4
,

由 m l

(A ) 一 m
Z

(A ) 一 0
.

1可算得

( 3凡 + 2肠 + 久1
) m

:
(月 ) / 2 = 0

.

5 7 < 祝一几
1

( 3祝 + 2杨+ 久l
)爪

:
( A ) / 2 一 0

.

5 7 < 戈一凡

故用定理 d 也可判断本例问题 ( M H )可解
.

用文 〔2~ 5〕的方法不能判断本例问题 ( M H ) 的可解性
.

可见本文定理 1~ 4 独立于文

〔2 ~ 5〕的结果
.

类似地考察例 2 : 几一 (0
,

2
.

5
,

5)
,
A 一 I + 0

.

25 B 其中 B 如例 1
.

可知定理 3
,

4 独立

于定理 1
,

.2

考察例 3 : 久= ( l
,

2
,

3
,

4 )
,
月二 , + 0

.

0 8刀
,

其中 刀 = 〔0
, e 3

+ e ; , e Z

+
e 、 , e Z

+ e 3〕 (这里
e l

表示 4 阶单位矩阵的第 诬列 )
.

可知定理 4 独立于定理 1~ .3

考察例 4 : 久一 ( 1
,

2
,

3 )
,

A ~ I + 0
.

峨B
,

其中 B 一 〔e 3 ,

0
, 。 .〕 (这里

e :

表示三阶单位矩阵

的第
:

列 )
.

可知定理 l
,

2 独立于定理 3
,

.4

不难看 出
,

本文的结果是新颖的
,

定理 1
,

3
,

d 彼此独立
,

定理 2 则避免 了定理 1 谱半

径计算之烦
,

是定理 l 的简便实用形式
.

注 3 按本文的思路
,

还可以将定理 1~ 3 的证 明过程灵活结合
,

扩展 出更多的结果
.

例如
,

可用 ( 2) 与 ( 3 )结合
,

从而证得

人 + ,
一 人 ) { (入 + 人

一 ,

}
: ,

,
; + 1

( A ) + 〔 (ll 一 k )人 + 人一 ,
+ … + 人〕、 。

, .

( A ) } / 2

(k 一 1
,

2
,

…
, 。
一 1) 是 ( M H )可解的充分条件

,

在此不一一赘叙
·

参 考 文 献

黎罗罗
·

中山大学学报 (自然科学版 )
,
19 9 2 ( 2 )

:
1 1 5~ 一1 7

B i e g l e r 一 K o n ig FW
·

L i n e a r A l s e b r a A p p l
.

1 9 8 1
,

4 0
: 8 9~ 1 0 0

H a d e l e r K P
·

L i n e a r A l s e b r a A p p l
,

1 9 6 9
,

2
:
6 5一 8 6

H a d l e r K P
.

A r e h R a t M e e h a n d A n a l
,

1 9 7 1
,

4 2
:
3 1 7 一 3 2 2

L 1 L u o lu o
·

L i n e a r A l g e b r a A p p l
,

19 9 1
,

l月8
:
2 2 5~ 2 3 6

H o r n R A
,

J o h n s o n C R
.

M a t r i x A n a l y s i s
,

C a m b r id g e :
C a m b r id g e U n i v e r s i t y P r e s s ,

1 9 8 5
.

1 8 9
,

1 8 1
.

4 9 1
.

18 2
.

1 8 3



2 4 中山大学学报 (自然科学版 ) 第 33 卷

S u f f i e i e n t C o n d i t i o n s f o r t h e S o l v a b i l i t y o f M u l t i P l i e a t i v e

I n v e r s e E i g e n v a l u e P r o b l e m

L
乙
L

u o
l
u o 朱

A b s t r a e t L e t 了之 n o n n e g a t i v e r e a l n u m b e r s 》住 ,
2心… …

,
2

。 a n d A
, a P o s i t i v

e s e m i d e f i n i t e

H e r m i t i a n m a t r i x A o
f

o r d e r n ,

b e g i v e n
.

W e P r e s e n t s u f f i e i
e n t e o n d i t i o n s f o r t h e s o l v

-

a b i l i t y
o f m u l t i p li e a t i v e i n v e r s e e i g e n v a l u e p r o b l e m ( ( M H )

,

f o r s h o r t ) ; f i n d a n o n n e g a -

t i v e d i a g o n a l m a t r i x C s u e h t h a t t h
e m a t r i x C A P o s s e s s e s e i g e n v a l u e s 入l ,

入2 ,

…
,
入

。 .

W
e

p a y m o r e a t t e n t i o n t o t h
e e

f f
e o t s o r s m a l l

e r e o m p o n e n t s o f {孙
,

}
.

I n t h e e a s e 刀
= 2

, t h
e

s u f f i e ie n t e o n d i t i
o n s a r e a l s o n ; e e s s a r y f o r ( M H ) t o h a v e s o l u t i o n s

.
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