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双曲守恒律的自适应一致高精度格式
`

徐树荣 李文生

( 中山大学计算机科 学系 )

摘 要 基于 T a yl or 展式构造数值通量
,

利用 自适应 N e w ot n 插值
,

对基本不振荡格式

E N O作了某些简化
.

给出的格式避免
“
真正

”
的插值和数值微分过程

,

易于数值实现
.

数

值算例显示了计算效果
。

关健饲 守恒律
,

基本不振荡格式 E N O
,

自适应插值

考虑守恒双曲方程
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其中

“ ,

介砂
,

且有适当光滑度
·

假定A (u ) 二乳有互异的实特征
·

( ’ )可写成抽象的算子

形式
: t == 夕 (

,
) ( 2 )

( 1 )的守恒型差分格式为
。 z” + ` = u ” s 一 久(了j

一 : z : 一 f z
一 , / 2 ) ( 3 )

其中
,
久== 刁: /刁x , 。 ” j == :

( j刁x , 。 刁̀ )
,

f j
十 : , 2 二 f (

u ” i _
,
十 :…

, u ” j 十 、 ) 是故值通 量
.

H
a r t e n ,

O s h e r
等 〔` ~ 3〕构造了求解 ( z ) 的基本不 振 荡 ( E

s s e n t i a l l丁 N o n 一

O s e -

il la ot yr ) E N O 格式
.

E N O格式具有一致高精度且使间断保持陡峭平稳的激波过 渡
,

但

原 E N O使用单元平均框架
,

涉及从单元平均恢复解的高阶精度点态 吐过程
,

求解 iR
e m

-

an n 问题和时间离散的 L a x 一 w en d or ff 过程
,

计算较为复杂
,

且 难 于 推 广 到 多 维
.

S h
u 〔` 〕对 E N O格式作了一些简化

.

本文利用自适应 N e w ot n插值
,

基于 T a
川or 展 式构

造数值通量
,

给出了一种较为简化的E N O格式
,

无需一个
“
真正 ,, 插值过程和 数 值微

分过程
,

对〔 4 〕作了某些改进和计算过程简化
,

并以数值算例显示方法的计算效果
.

1

1 自适应N . 份 t o n插值

设H , (x
, 。 )是。 (x) 在结点 ( ix }上的 m阶分片插值函数

,

则有
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H 。 ( x z ,功 ) == uJ ( x z )
。

令H 。 (万
;切 ) ” 口二

, s , : z : (
x ;切 )

, x i ` x 《 戈 i + :
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, x j
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,
j
, : z : ( x

; , )
,

需二 + i 个结点
.

选取其余二 一 1 个结点 的准

则是
:
尽可能使其在连续的光滑区域

,

而避免跨过激波
.
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,

…
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.

显然
,

差商近似反映 函 数 的 光滑

程度
。

以下给出构造q。 ,
j

, : , :
( x

, 。 )的非振荡擂值算法
.

算法 I
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,
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,

则称为自适应N e w ot n 插值
.

显然
,

它等价于上述非振荡插值 过 程
。
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因为自适应N e , ot n插值与〔 1
,
2

,
3 〕中的非振荡插值过程等价

,
所以有

定理 3 H 。 ( x
;

川 是 tD (x) 的分片自适应 N e , ot n插值函数
,

则
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.
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本节研究 ( 1 )
,
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:
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由于定理 1 给出了求解自适应 N e w t o n插值函数各阶导数的回归迭代算

{ 19) 很容易计算出来
。

取

其中

现在分别以 L a x 一 F r i e d r i e h s ,
R o e
格式作为 B

u i l d i n g 一 b l
o e k

,

则得如下算法
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击

,
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土
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P
士 s
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土
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弓
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亲
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万

林法 1 (以 L
一
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一
b 1O e k )

( 1 ) 令 f
士 == 于 ( f (

u
) +

a u
)

, a
) m a a

If
,
(
:
) !

,

分别构造 f
土

的差商表
.

( 2 ) 对 f
+

取 f。 ( j ) = j
,

对 f
一

取 i
。

( j ) = j + 1 进行自适应 N e w t o n
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士
i
十 : 2

2

(
x
)

。
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` 3 , 由定理 2计算 [券
, ,

, 1 , : `· ,
]
二二 ,

, : , : ,
·

按 `2 2 ,计算 I;
+ : / :

.

(` ) 取 f
s, : z : ==

f
+
j
, : / : +

f
一
z
* : , :

.

算法 I (以 R o e
格式为 B u i l

o l i n g b l o
e k )

( 1 ) 计算口 s , : z : 二 ( f (
u j

十 ;
) 一了(

u z ) ) / (
u z

, : 一 u s )
,

如果 a z
, : z : ) 0 取 j 。 ( j ) == j

,

否

则取 i
。
( j ) = j + z

,

然后进行自适应 N e w t o n插值得 p j
, : z :

( x )
。

( , , 计算
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, ,一 ` : (
·
, ,`一`

: `· ’
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: “ (
纂

, ,一 z
么`X ,’一 , , : , :

·

3 对方程组的推广

对单个守恒方程的方法很容易推广到一般守恒方程组情形
.

对线性方程组
,

可将其

分解成各个特征域的单个守恒方程 , 对非线性情形
,

则采用常用的线性化和 局 部 “ 冻

结 ” 法化为线性情形处理
.

令V a(
,

b) 表示
a ,

b的某种平均
,

且有

V ( a
,
b ) == V ( b

, a
)

,
V (

a , a
) = a

定义 , ,
, : / : == , (; (

· ,
, · ,

+ :
) )

,

这里 A (
·

卜斋
设」 j

, :八的特征值及左
、

右特征向最分别为

( 2 3 )

( 2 4 少

r p )

j
+ 11 :

l
j
+ x l :

《 P )

T

j
+ 一l :

p = 1
,
2

, ” 二沉
。

令 f
心, , = , `于

, , ·

f
,

贝。显然 有 f

J + 1 1 昌

== 习 f
` p , · r

P . I

( p )

j
+ x l 出

( 2 5 )

对 f ` )P 构造数值通最 了
《 P )

j
+ 11 :

然后取

, ,
, : , : 二 二 ,::1’/

:

下 j
+ ,
/
. ( 2 6 )

以 L a x 一 F
r i e d

r i e h e s格式作 b u i l d i n g
一

b l
o e k时

,

则取

f
, =

冬( r (: ) 士 : 。 )
`

( 2 7 )

堪常数矩阵
,

并 使
琴
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.

取
’

~ 用吊
工

、
’
甲

, 产 ’

~ a
u ~ ” 一以叼 ~ 一从

“

,
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,

尔后取
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`一飞
“ `“ ,士 a“ ,

( 2 9》

丫



笋 4 期 徐树荣等 : 双曲守恒律的自适应一致高精度格式

4 数值结果
、

·

给出几个算例来检验上述格式 : 算例均以 L a x 一

E r i e d r i e il e s 作为 b 。 i xd i。 g 一 bx二 k
,

对时间 t , 采用〔 4 〕中的三阶 T V D R un ge
一

K ut at 型时间离散
.

所有计算 均 在中山大学

M一 340 机上完成
.

数值结果表明
,

本文给出的方法对凸通量和非凸通量都能得到满足嫡条件的物理解

且基本克服激波过渡处的伪振荡
,

激波分辨也比较令人满意
。

例 1 B u r g e r 夕 s方程的 R i e m a n n
问题

。

a
,

1 认卜 _ 。

十
. ~ 二

一 t 了 “ , ` U

口万
’

2
、

。 ) ·

{兰
; x > 0

x < O

取刁x 二 O
。

0 2 5
,

= O
。

0 0 2 5
,

计算: 二 0
.

5时的结果如图 I 所示
.

U一ó飞X二
内口J
.
O

.了.、h“
.一
IU月LI声̀毯,r、口̀、

域 例 2

取

非凸通盆的 R i e口 a n n问题
.

f (
u
) ==

李(
: , 一 i ) (:

, 一 ` )
吸

r 2

u ( x
, 0 ) =

1
一 2

劣 < 0

劣 > 0

其精确解是
x /言<

一
O

。

5 2 8 1 5 2 9

! x ! / t < 0
。

5 2 8 1 5 2 9

x / t> D
。

5 2 8 1 5 2 9

、 .了盛吞
了户夕

X
l

户
L
、

2

2

夕ó

夕.,
几1.、

,

一一
、 ,矛J`口

,X
矛̀、

召

犷

其中夕 (刁 )t 是一中心稀疏波
,

当】u】( 亿 5 1 6 时
,

f是非凸
,

这时夕( , )是沙 == f
产
( g )的解

,

且有
g (士 0

。

5 2 8 1 5 2 9 ) 二 2 1 5 2 5 0 5

取刁x == 0
。
n 2 5

, 』 t = 0
。

0仓2 5
, ” ”

干 O

2 0 0
,

计算结果如图 2
.

O
。
日O 。

0O
~ O

。

为0 0
。

20 .0 80

8850沁oO沁50ooOQ-1.2.1.1.0.0.-0-.-1’..-2oo卯0Q5000叩OD父8劝.2七七..00.-O吮.-1.-2

图 I B仁 r g e r 方程 R i e m a n n 问题解 ( t 二 o
。

5 )

F i g
.

1 So l u t i o n o f R i e皿 a n n p r o b l e m f o r

B u r g e r e q u a t i o n

图2 非凸通量 R i e功 a n n 问题解 ( t 二 o
。

s )

F 19
.

2 S o l u t io n o f R i e m a n n P r o b l e nt

f o r n o n 一 e o n甲 e x f l u 二
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侧 3
`

一维气动力学方程组R ie m a n n 问题
.

。 == ( P
, p u , e

)
了 ,

f ( u ) == ( p 。
,

P + p v . ,

(P + e
)口 )

r

这里
, p

, 。 , e和户== (
r 一 1 ) ( e

一

姿。 : ,

)分别表示密度
,

石

速度
,

单位体积总能 t 和压力
,

, == e o n s t (取 1
。

` )
,
假定

: (x
,
o ) = , 。 ( x )
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