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非线性振动的谐波最优化方法

詹 胜
` 中山 大学应用力学与工程 系 )

摘 共一 提出用谐波最优化的方法 (简称 H O方法 ) 求解非线性振动问题
,

应用于水 下 物

体振动的计算
,

给出了计算和实验结果
,

并应用于杜芬方程的求解
。

该法具有推导简单
、

计

算速度快等优点
,

当谐波项取得足够多
,

控制收敛常数足够小时
,

所求的解趋于精确解
.

关工询 谐波
,

最优化
.

1 基本原理

设非线性振动方程为

优x + f
:
( x , x ) == f

:
( r )

式中f
:
(云

, x )含有非线性项
.

假设外力f
:

( O富氏级数展开式的基频为g
,

sT
,

这里的 S为正整数
。

设解为 〔” “ 〕
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,
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,
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( 2 ) 所表示的 x值是方程 ( 1 ) 解的充分必要条件为

{
a : o 一 a : o = 0

a :` 一 a s i
Zo Zm 一 a : ` = o

b一、 一 b i艺
2口 Z

m 一 石
2 5 = 0

( 4 )

这是一个以谐波分量 的幅值
,

也就是向量 V为未知数的非线性方程组
。

对谐波分皿进 行

最优化处理便可得到满足方程 ( 4 ) 的对应某一。 的解 .V

`

、产、尸
夕

r口口nl了.、了̀、

令 , 。 = a : 。 一 a : 。 , 夕` , a : ` 一 a ` 1
2 0 2。 一 a : ` , 2 1 = b: i 一 b i i ,。 l m 一 b: i

作一函数

。 `V ,
二 ,

: `V ,
+

燕〔
,
:`V ,

+ ·

:` V ,〕
显然

,

如果V是方程 ( 4 ) 的解
,

则有

习 (V ) 二 o

是函数夕 ( 7 )的最小值
.

因此
,

求函数抓 V )的最小值便可求出方程 ( l) 对应 于 某一给 定

。 的解
。

g ( V )取得极小值的必要条件为

V 夕(V ) == o ( 7 )

根据实际问题本身的性质
,

只要方程 l( )的解是存在的
,

员呀函数抓 V )的最小值必 然

存在
,

且等于 O
。

令 G ( 7 ) 二 〔, 。

( V )
, 升:

( V )
, z :

( V )
, … , 万。

(V )
, : 。

( V )〕
T

则 夕 (V ) == G (V )
T ·

G (V )

, “ “ , ’

[碧
,

黔
,

黔
,

… 口夕 (V )
日a . 黔〕

’

丫

二 ZA r G (V ) ( s )

( 8 ) 式中A为 G (V )各分最的微分系数矩阵
。

假设V 。
为解的初始近似

,

则在V0 附近
,

即V = V
。 + △V处

,

有
:

G (V )
== G ( V。

)
+ A

。 .

△y ( , )

显然
,

当G ( V) = o的时候
,

V就是所要求的解
。

此时

夕 (犷)
==

}IG (犷) }1
2 = o

在这里
,

由于未知数的个数和方程的个数相等
,

不属超定方程组
,

所以令 G (V ) 二 。 ,

求解
G (V

。

)
+ A

。△V = o ( 1 0 )

可得△V值
,

而V = V
。 + △V就是首次近似解

.

如V尚未满足要求
,

则以当前的V值作V
。

值
,

重复前面的计算
。

目的是便G (V )向零逼近
。

如果方程的个数大于未知数的个数
,

则 ( 1 0) 是超定方程组
,

可求它的最小二乘解
,

根据方程 ( 7 )
、

( 8 )
、

( 9 )可得

A百A
。△v + A百G ( v

。

) = 。

解 ( 1 1 )
,

可得△V
,

这样得到的点V = V
。 + △V是抓V )的驻点

,

( 1 1 )

不一定是极小值点
,

但由于
-
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在解法上总是使武 V )的值逐次减少
,

直至取得极小值
,

以及 g( V) 具有为实际问题所 决

定的凸性
,

所以在一般情况下
,

都可获得满意结果
。

为了更有效找到极小值点
,

可采取以下两种方法〔’ 〕 :

( i) 解方程 ( 1 1) 求得△V后
,

沿一维方向搜索最优步长因子` ,

使 g ( Y
。

+ 地 V )等于

极小
。

然后以 V
。 + 必 V为新的V0 值

,

重复以上计算
,

直至满足要求为止
。

( ii ) 增加阻尼因子以防止坏条件的法方程
。

卉斋
·

稿郭
, ` iia 为矩阵、 赫 ’

求解

(产百刁
。 + : ,了) △v = 二 通百泞( F。

)

得△V后
,

检查叭V。 + △V) 是否小于试V0 )而采取相应的修正
: :
值的方法

,

算
,
直至 g ( V )值满足要求为止

。

( 1 2 )

并作相应的计

2 应 用

作为实际应用
,

我们以水下物体在波浪作用下的非线性振动为题进行计算
,

这是个

流固藕合非线性阻尼问题
,

振动方程为〔` 〕 :

(
fn + C ·

丝子二)
, + c二罕

. ` ,̀ + K
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e
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e
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。 。 S山` ,̀

。 S田

“
` 3 ,

式中
, m为圆柱体自身质量

; c ,

为附加水质量 系数 (在 这 里
,

取 C
` = 1 ) , p为水密度 ,

刀
,

L为圆柱体直径与长度
, c二为物体振动时的阻力系数 〔“ 〕 , c 。 ,

cz 为计算波浪 力时的

祖力系数
,

惯性力系数 , K
s

为弹簧常数 , k
,

H
, 。分别为彼数

,

波高
,

波浪角频率 , g 为

孟力加速度 , d为水深多 :
为圆柱体在水中的位置

。

计算的结果见图 1 ,

实验的结果与相应的计算结果比较见图 2 ( 实验值选自 《海洋

工程实验室摸拟研究报告 》 ,

香港理工学院刘世龄
、

吴朝安
,

中山大学詹胜
,

1 9 8 9年 12

月 )
。

丫

3 杜芬方程的计算结果

杜芬方程为

姚公 + c云+
kx

+ a x s == F s i n o t

当 , = I k g
、

c = o
.

3 N
· s

/m
、

k = s o N /m
、

a = s o o N / m 3
时

,

线分别如图 3 和图 4 所示
.

( z一)

计算结果 x :
和 x .

的频响曲
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图 1 基波
、

三次谐波振幅与频率的关系曲线

F 19
.

1 A m p l i t u d e s o f f u n d a m e n t a l a n d

t r i p l e 一 f r e q u e n e y h a r m o n i e v e r s u s

f r e q u e n e y r e s P o n s e e h a r a e t e r i s t i e

— 为 I H B方法的结果
, 。 , ·

为H O方法的气和朴

F i g
.

2盈T h e o r e t i e a l r e s u l t s v e r s u s

e x P e r i m e n t a l r e s u l t ,

谁 的结果 ( H = 。
.

05 m ,
d = 0

.

76 二
, z = 一 .0 15 m

l

C 。 二 1
.

2 ,

C 。 二 2
.

0
,

C x = 2 一 M = m + m o d d

( H = 0
.

0 1 25~ o
.

o 53 3 m ,

f 二 0
.

6 85~
1

.

7 3 2 H z ,

D = 0
.

14 m ,

L = 1
.

45口 -

d = 0
。

8 1m , z = 一 0
。

2 5~
一 0

。

35 nI ,

M 二 4 1
。

3 2 k g
,

K
: = 4 0 6 8 N / m ,

= 2
。

3
, C n = 2

.

0 ,
e
二

= :
.

。)C
卜

ù川J叫别门州叫川7

22
,̀月j .月,,,

已̀t
理鑫

= 2 4
。

52 k g
,

K 。 = 7 1` N / m ,
一

D 二 0
.

0 5口 -

L 二 1
.

45 m )

0
。

7

O 一

6

0
。

,

日.

理城

86介2

丫

O
。

3

0
.

2

0
. ,

,

O

.7zOH

举.

叹沪OO 3
。
介

栩卒
.
H :

O 。
多

图 3 基波振幅气的频响曲线
(曲线

:

上两条 F = 3 N
,

下两条 F 二 I N )
F 19

.

3 A nr p l i t u d e 工 : o f f u n d a m e n t a l v e r s u s

三阶谐波共振曲线

( F 二 3 N )
T r i P l e 一 f r e q u e n e y h a r m o n i e

f r e q u e n e y r e s p o n s e e h a r a e t e r i s t i e r e S O n a n C e

亚谐波分量 x 于在以上的条件下为 。 ,

但当
“ = 。 ,

F = 3 N
,

收敛常数 取。
·

。01 N时
,

在厂== 3
。

37 5 H :
处

,

求得结果如下
:

盆

xl “

.00 075 m
,

协
“

.00 106
m

显然
,

此时属亚谐波共振的情形
。

应用本方法所求出的解通常都是稳定解
。

在振幅不稳定区
,

除非各谐波分量的初值

与频率
、

外力正好满足一定精度的解 ( 这样的概率是极小的 )
,

否则
,

谐波优化的结果

都是自动向上或向下直至得出稳定解为止
。
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4 结 论

( 1 )从图中可知
,

H O法算出的结果与1H B 法算出的相同
,

与实验的结果也基本上

相一致
。

( 2 )从计算过程可知
,

H O法收敛的速度相当快
,

绝大多数点只需迭 代一
、

二次就

可以使方程 ( 1 3 )
、

或者 ( 1 4 ) 两边力的不平衡量小于 1。 “ 昌
N

,

在 低频区
,

这力所引起

犷

的位移仅为 1 0
“ 6 m左右

。

( 3 )振动中的亚谐波
、

基波
、

高阶谐波各分量可在同一次计算中一起求出
,

在编程过算中
,

可进行频率扫描
,

也可以单个点求解
。

( 4 )计算精度也是很好的
,

见表 1
。

表 1 杜 芬 方 程 计 葬 结 果

(M = i k g , c == o ,
k == s o N / m

, a = s o o N / m , ,
F = 3 N

,

f == 3
。

3 7 5 H
z
)

T a b
.

1 T h e e a l e u l a t e d r e s u l t s o f D u f f i n g e q u a t i o n

心

控制收敛常数 ( e) 优化迭代次数
含

.上比舀

目合八O

0
。

0 1

0
。

0 0 1

0
。

0 00 1

0
。

0 0 0 0 1

x : ( m m )

7
。

5 1

7
。

5 0 7

7
。

50 6 2

7
。

5 06 3

( 5 )谐波项次可取 1 , 2 , 3 , … 或 1 ,

3
, 5 ,

一或 1
,

3
,

9
,

一等
。

1
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