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一阶闭环T A R模型的应用及其

系数估计的渐近性质
’

邓集贤 范文宁 宋心远二

( 数学 系 )

摘 要 应用一维一阶闭环 T A R模型拟合中国的消费与积 累 关 系
.

并 对 二 维 一 阶自激

T A R模型
,

研究了它的系数估计
,

获得了估计的强相容性和渐近正态性的一个充分条件
.

关键词 消费与积累
,

强相容性
,

渐近正态性

1 我国消费与积累关系的非线性模型

在研究宏观经济关系中
,

消费与积累 的 关 系 是 经 济 学 家 们 关 心 的 中心 问 题

之一
〔 ’ , 2 ’ 。

文〔2〕
、

〔3〕在研究中国消费与积累问题时
,

提出了如下的乘数— 加速数模

型
:

Y t = C r + I t

C t = v o ` v i
y t一 l + , :

C t一 ;

I t = 口
。 + 口

:

( Y , 一 Y卜
,

) + 口
: I卜 ,

t o N
+ = { 0 , 1 , …

才..,、 ..、
.

、 .了..二
ó夕..

其中 tY
,

C , ,

tI 分别表示 t 年的国民收入 (使用额 )
、

消费和积累数
.

文中 1 9 5 3年至 19 8 2年

的有关数据引自于以 〕
。

获得 ( )I 中各未定系数 v 。 , , , … ,

夕
: ,

夕
2

的估计值
,

从而 拟合了

一个消费与积累关系的线性模型
.

近年来
,

我国经济界的不少学者从中国的实际情况班

发
,

指出积累率 ( t年的积累率定义为 tI / Y ,
) 的大小影响着经济发展的快慢

( ` ’ ,

因 此
,

如果我们能把积累率这一因素考虑进模型中
,

那它将会更有效地描述实际现象
。

为此
,

首先把 ( I )作适当的等价变换为
:

Y t = C t + I t

C t = a o + a ;
C t 一 x + a : I t一 x

I t = b
。 + b

I
C t 一 z + b

Z
l l一

“ N
+ 。

夕.,才1.、
、 .户了

百皿
了.几、

其次
,

把积累率因素考虑进去
,

用如下的一维一阶闭环T A R这一非线性的 计 量 经 济模

型描述我国消费与积累关系
:
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Y t= C r+ I r

C , 一 。
J
` ’ + 。 工“ , C卜

, + 。犷
” I卜 , + :扩

` ,

当

I , = ,才
` ’ + 。 J

`’ C卜 : + , ;
` ’ I卜 : + ;扩

`’

I
, _ , ,

~

二二止一 〔式 亨。 艺 = 1 ,
乞

.

I 了一 l

/了̀几,.产、 .夕口.、

、 .产

l
`才.、

其中
,

R , = 〔o
, 1 )

,

R
: = 〔 r , 1〕 , 1称为积累率门限

, ,宕
` ’ ,

功孟
` ,

(九= o , 1 , 2 , ` = 1 , 2 )

为待定系数
,

其最小二乘方估计为

叻 “
( X

尸
X )

一 `
X

尹
Y

,

其中
,

功=
(、 J

` , , 。 : ` ” ,

… , l(
2 ) ,

。扩
2 )

)
, , X =

(毛
1

X = (
x ` j )

。 x : ,

、

l
了

oX

x i j =
( 1

,

C i 一 , ,

1 1
一 ,

) x { ( 1 1 _ :

z y i _ :

)
。尺 z }

,

i = 1 ,
’ ` ’ , ” ,

j 一 1 , 2 ;

Y = (C
, , … ,

C
。 , I , , … ,

I
。

)
/ ,

C ` , I j ( f = o , z … , n
)为观察值

-

仍用〔 4 〕中 19 5 3年至 1 9 8 2年消费与积累数据
,

按误差平方和最小原理
,

获得积累率

门限 : 的估计值
: “ o

。

35
,

拟合模型如下
:

{
C , = 一 “

·

“ 7 + 1
·

14 C卜厂 0
.

1 3 1卜 , + ,扩
` ’

I t = 1
·

7 2 + 0
·

1 I C t一 : + o
·

8 l l t一 , + ` t“ ’

C , = 一 ” 5
·

了5 + 0
·

7 5 C卜
工 + o

·

O“ J卜 : + :
扩

2 ,

I , “ 一 “ 6
·

“ 5 一 1
·

0 I C卜
, + ”

·

7 1 1卜 , + 乙;
2 ’

当

扮
< 。

·

3 5 ,

当

七
) “

·

3 .5

从上列式子看到
,

积累率高于或低于。
.

35
,

直接影响次年的国民收入 ( 因为用来计

算 C , , I ,的模型不同 )
.

应用这个模型
,

有利于研究我国的宏观经济的预测与控制
.

将历年的消费和积累的实际数据与模型值作比较
,

可以看到
,

大体相差不太大
,

但

在一些特殊年份 (如 1 9 5 9 , 2 9 6 2 , 1 9 6 5 , 1 9 7 5等年份 )拟合误差较大 (见表 1 )
.

这反映 了

这些年份
,

经济正处于较大变动时期
,

是符合我国实际情况的
.

上述说明
,

用非线性模

型 ( l )研究我国消费与积累这一经济现象是较为适合的
.

表 1 消费和积 累的实 际值 与模型值 比较

T a b
.

1 C o m P a r
i

s o n b e t w e e n a e t u a l v a l u e s a n d m o d e l v a l u e s o f

e o n s u m t i o n s a n d i n v e s t m
e n t s

年份 t 积累率 消费C r 模型值 tC 残差 tC 一 tC 积累 tI 模型值tI 残差 I t 一 I r

9
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( 续上表 )

4
。
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。

8 0 5 4 4
。

0 0 5

一 9
。

5 8 3 2 4
。

8 5 8 3 2
。

6 5 8

3
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3
.

3 9 0 5 5
.

6 9 7 3 7
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0
。

3 0 6

0
。
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0
。

2 1 1

0
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2 3 2

0
。

3 2 9

0
。

3 0 8

0
。
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0
。
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2 二维一阶自激 T A R 模型系数估计的强相容性和渐近正态性

令 z , 二 ( C , ,

I ,

,自;

、、.
护,工

.

t一ùR
.

忿亡一(苏壮

e

扩
` , 一 (:

扩
` , ,

`扩
`

水 {zt
一 , :

则 ( 1 )的第二
,

(万 )

三两式 可用如下二维一阶自激 T A R模型代替 ,

Z , = 价J
` ’ + A “ , Z卜

: + `

扩
`’ 当 Z卜 ; ` R犷

其中
,

功犷
` , 二 (中J

` , ,

功扩
` ,

)
’ ,

( i = 1
, 2 )

对于模型 ( F )
,

我们假定

i )
{

·

(t
` ) , ` · 1 , 2 , : ` N

·

}
独立

,

ii) 可
`’ 有二元 正密度函数 if (

’

E `

扩
` , = 0 ,

E (
`

扩
` , “

扩
`

) ,

, `
)

= ` i ) o

对任意固定的
: ,

{
·

(t
` ) , ` 二 1 , 2 , `> `

}
与 ` z 才

,

“
￡

,独立
·

`、产、,声é11V
.̀人.`几

在上述条件下
,

可以证明 { Z `
} 具有平稳转移概率函数 p (

x ,

)A 的不可 约
、

非 周 期

M a p K o : 链 〔 “ , ` ) .

无特别声明
,

下面讨论的 { Z ,
}为满足上述 i )

, 11)
, 111)

,

及 i v
)的模型 ( I V )

.

定理 1 ( I V )中的系数若满足下面的条件 ( D )时
,

{ tZ } 是遍历的
,

即存在唯一概

率测度军 ,

使得

J
p (x ,

A ,二 “ ·
, = 二 ` A ,

,

( D )

` 、 、 , 1
甲

, ’ .

<
、 ,

下犷
~

. `

。少
) <
含

, q7
犷
` ) `扩

` )
<

专
,

= 1 , 2
-
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证明 仿 〔 5 〕或 〔 6〕有关定理证明
,

由条件 ( D )
,

可找到正常数 C
; ,

C
Z ,

叫
` ’ C

2

<玄
。尸 <

会

使得

( 1 )

选取 g ( x)

令

= C
: x ` + C : x Z ,

这里
x = (x : , x Z

)
了 , x : , x z

> o ,

。 ·

J
( C

上
一 + c 么一 ,“ `· , `

· ,

G =

{
X : C

:

(音
一 。 l(

` , X : + C
Z

(省
一 ,扩

` )
)
· : 一 C

l , 0(
` ) C

Z

, ;
` ’ <卜 占

}
,

显然 G为一有界区域
,

则可得
,

当炸 G时
,

存在正常数 C
,

使得

I
p (

X , ` , , 。 ` , , ` C < -

并且当屁 G时
,

有

J
p ( X , ` , )。 ( , )、 c ! X l + C名X Z一 ` 二 , `X

, 一 `

( 2 )

( 3 )

由 ( 2 )
,

( 3 )两式
,

根据〔 3 〕的定理 4
。

2知 { Z , }是遍历 的 日

设 (万 )的门限巳知
,

z 。 ,

Z , , … 2
。

为一组非零观察值
.

为方便计
,

把 (万 )写为

( v ) z , = 功“ , X卜
; + “

扩
` ,

邹卜 : ` R户
,

i “ ` ,

2
·

`

`̀...,刀
、J、 .

…
,

盆.
.

(2 (之

甲功
其中

叮
’

叫
。

叼
i)

叫
`

x , =
( 1 ,

Z厂
口,...、

一ù苗
.

系数功
` f ’ ( i 二 1 , 2 )的最小二乘方估计为

言
( ` ) 二

暮
Z , X t’-

1 ` 、 z 卜 : C*产} 刀:
’ ·

而 q 的样本残差平方和估计为

成
=

号
一

叠
`z , 一

言
“ ’

X
,一 ’ / 、

( z , 一 叻 “ ’ X卜
,

)
` x { z 卜

: 。及户}

其中
,

B 、 二

自
X ,一 X :一 ` { z 卜

, ` *户;
·

仿 〔 5 〕或〔 6 〕的证明
,

可得

定理 2
,

在条件 ( D )下
,

有

1i m
富

“ , = 价“

( i = 1 , 2 )
。

若还 有叮
` , 的 2 + 占(6 > 0) 阶矩存在

,

则有

1i m G` = G (i = 1
,

2 )
.

下面讨沦系数估计 叻“ , 的渐近正态性
。

为此
,

先证一些引理
:

引理 1 在条件 ( D )下
,

存在满足 ( V )的强平稳马氏链 { zt }
。
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证明 只需取 弋z , } 的初始分布为定理 1中的概率测度二即可 奋

无特别声明
,

以下讨论的 { Z ,
}均指满足上述条件的强平稳马氏链

。

引理 2 有 l i m十暮
X ,一 X二

1 ` { z 卜
: 〔*

: } 二 E `X ,一 X t’-
1 ` 、 z 卜 , 〔 *

: } ,

“ H i> o a 。 s ( i = l , 2 )
。

证明 由于 ( Z ,
} 是遍历的平稳 M

a p : 。 B链
,

且二阶矩存在 (仿 〔 5 〕证明 )
,

根据〔 9 〕

定理 3
.

6
.

5及〔1。〕的定理 6
.

2 ,

即得引理 2 的证明 .

令人
,

T i为满足下式的常数矩阵
:

H ` = “ “ :
, G ` = T `T

夏
*

设 A为任一 6 阶常数方阵
,

又令

;扩
` ’ = ( A

“

)
`

(“ *。 T丁
`

) ( H万
`⑧ “

扩
` ’ ) X `一 ` 、 z , 一 1 。 *尹 ( 4

其中符号
“ 匆 ”

表示矩阵的 K r o
ne

c k e r
乘积

,

{
: 扩

`’

}
是平稳遍厉的

·

“ A c,, 表示矩阵 A的列化
.

由前条件可知

引理 3

证明

{
: 犷

` , ,

`
于
是一 , 差序列

,

其 中` , 二 a

{
: 梦

幻 : : “ ,

}
.

注意了
,的定义及条件iv )

,

有
: ( ; (t

` )
/ ,

,一 ) · ( A·
)
了

(“厂。
T :

!

, E

〔( H:
1

。 ·

;
` )

, X卜
1 2、 z ,一 : 。* : , “

,一

〕
= `A

·

,
, “̀

: ”
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!
, X ,一 万{ z ,一 : 〔 * : , “

〔`
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1

。 ·

扩
`” /̀

犷一

〕
= 0 ,

令

则有

汀
, ·

拱 全妙
V 刀 t = 1

( 5 )

引理 4 (
a

) “ (七打
,

( b ) E (口
” 口

证 明 不妨设言l
< t : ,

打
, `

二 O ( t :
子 t :

)

: ) 二 ( A
C

)
`

(。
c

) > 。 ,

由假设条件 iii )及 iv )
,

” = l , 2 , “
’

有

E

〔( H ;
! ` ·

i(lt
) , x 了

,一 X r Z

一 、 z , , 一 , 〔 * : }义、 z , : 一 、 ` * : } `H :
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`

〕
一 E

{
〔 H :

1

。 (̀
, : 一 , (、 ) X , : 一 ,〕 X犷: 一 X矛

: 一 万、 z , ; 一 , 。* : ,` 、 z , : 一 ; 。 * : , `“ :
`
⑧一;

`”
`

〕
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{〔
。 :

1。 ( z ! : 一 , “ ’ X才
:
一 ,〕X , ;

一 X才
2一 ` { z , : 一 : ` *犷,` 、 z才

: 一 1` *犷;

·

:

〔(。 :
1

。 ·

打
)

)
声

/
` : : 一
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一 。
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即 ( a) 得证
。

由 ( 5 )及 (
a

)得

因为

若令

E ;̀ · ;
二)

二

十扁
“扩

`’ “ ;
` )

“
6 ,

( H J
’ 。 。
扩
` ,

) X卜 : = 〔 ( H万
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)
`
⑧

` 。

扩
` ’ 〕 〔X弃

1

〕
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。

扩
` , X t’-

:
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`

)
“
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扩
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1
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则有
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` 〕二 E ( Q, 。 Q ,

)

= : 〔 (万:
!

⑧ ·
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!
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·

扩
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飞
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·
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`
⑧ ·

扩
` ’ ) ( H :

’ 。 ·

犷
`’ `

) /` ,一 ,

二 E { ( X`一 x :一 )` { z ,一 ; ` * , }
·

E〔 ( H二
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`
)” (

·

扩
`’ ·

扩
`” ) /̀ 卜 !

}

= E { ( X ,一 X二
1
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·
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` “ E (
·

扩
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) }

= H ` ( H J
’ H J

`

) 。 G ` = 〔 ( “万
` ) ` ⑧ T ` 〕 〔“ 万

` ⑧ T : 〕

由 ( 一 )
、

( 6 )
、

( 8 )式
,

可得

( 8 )

“

(
。
;
` ) 。

;
` ) `

)
= 一

令燕
“

(
; (t

` ) 。(t
` ) `

)
一

受
一

身
“ c) “ “ ⑧ T二

’
) E〔Q下( Q宝)

’ 〕 (“ : ⑧ T J
`
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A
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}

A
·

= (找
c

) 尹 ( d
C

) > 0

故 ( b) 得证
.

日

有了上述几个引理
。

可得

定班 3

证明

石 (A’ 扩户 (补
` d

种
“ ,

)
`

一
N ( o ,

I ) (
。 ` OO ) 1

, 2

因为

“ ~ ”

全
( 、 , _ 孟 。` )

_

1
w

一
甲

·

~ —身
(t
`’ “ ;一 H厂“ 、 z 卜 1` R户,

f = 1
, 2

。

其中
,

符号

为证定理 3 ,

表示渐近相等
。

只需证
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蕊

1
, , , 。 , _ : 、

各 。 。 d
_

、 , , _ , 、

一万二二 L口
,

匕 J工 : 一

尹 之
~ J

甘
`

一
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