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摘 要 本文证明
,

如果对图G 的每一对不相邻的顶点。和。有 d武的 + d 。 ( v) ) v 十 n ,

那么

G中任意n 条独立边包含在G的一个H a m il ot n 圈中 , 设时口k为正整数
,

且满足 : 。 《 k 一 1
.

如果G是卜连通图并且 G的独立数a 满足 : a 《 掩一 n ,

那么
,

任意 n条独立边包含在 G 的一个

H a o i l t o n圈中
.

关健词 H而 ilt
o n 圈

,

独立数
,

独立边

本文中
,

我们给出了任意
,
条独立边包含在 G 的一个 H

a m ilt
o n
圈中的一些充分条

件
。

文 中所有图都是有穷
、

连通
、

无向和简单的
。

设
e : , e Z , … , e ,

为图G的
n
条边

。

ell

` , … ,

en 称为独立边是指 ie 和 ej 没有公共端点 ( 1簇 i < j (
。
)

.

所有文内未定义的记号

和术语均引自〔 1 〕
。

引理 1 设 ie i(
= 1

,

2
,

…
,

)n 为
。条独立边 (

n ) 1 )
.

如果其中伽
一
l) 条独立边包

含在` 的一个H a m i l t o n
圈中

,

G中存在 H a m i l t o
n
路包含e : , e : , … , e 。 ·

证明 假设其中 (
n 一 l) 条独立边包含在G的一个 H

a m il ot n
圈中

.

不妨设 存 在 H a -

m i l t o n
圈C包含

e : ,
e z ,

…
, 。。 _ : .

如果C包含
e 。 ,

删除C上不属于 {
e , , e : , …

, e ”

} 的一条

边
,

剩下的路径是 H
a m i l t o n

路
,

且该路径包含 {
e : , e Z , …

, e ,

}
。

假设 C不包含
e 。 , 。 。

是

C 的 一 条 弦
.

设 C = xl x : … vx x :
并 且

e 。 = 勾 ix (l ( i < j ( v)
.

那么 礼
, : ix

+ : … ix ix xl’
一 : …

x : x v x , 一 : … x s+ :
是包含

e : , e Z ,

…
, 。 。

的H
a m i l t

o n
路径

。

口

定理 1 设图G满足条件
:

对G 中每一对不相邻的顶点
u 和。

,

d ( u)
+ d (

v

) )
v + `

如果G中存在一条H a m ilt
o n
路包含寿条给定的独立边 (k ( n)

,

那么G 中存在一个 H
a m il

-

t o n圈包含这 k条独立边
.

证明 设 le
, ` ,

…
,

ek 为G的寿条独立边
.

设 L 二 xl x : …芍为包含 el
,

ez
,

… ,

张 的

H a m i l t o n
路

-

如果 x :
和x ,

相邻
,

那么存在包含
e l , e Z , …

, e k的H a m i l t
o n
圈

.

因此我们假设 x :
和

娜不相邻
。

由本定理的条件d( xl ) + d( 场 ) )
, + 。 .

由于对任 意 * V ( G )
,

d(
。
) (

, 一 1 ,

因而 d (
x :
) )

n + 1
,

且 d ( x
v

) )
n + 1

.

断言 1 如果戈 l x i , : 和 x , x io E (G )对某个 i 成立 ( z ( i ( , 一 1 )并且
x ` x i十 :

必 (
e l , e : ,

一
, e k }

,

那么存在 H a m i l t o n
圈包含

e : , 。 2 ,

…
, 。*

.

本文 19 90年 6 月 2 7日收到

事
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圈 x : x `+ : x ` , : … x v x i x 卜 : … x ;
是包含

。 1 , e : ,

…
, e k的 H a m i l t

o n
圈

。

设 ie = iu 内 ( i
= 1

,

2
,

…
,

k)
。

不失一般性
,

假设在L 上从 x :
到 vx

,

叭
,

仇
,

勺
,

巩
,

` .

” “ k, 外依次出现
.

设 S == { x i ! x : x i , : e E ( G )且 x i , :
必 <。

: , 。 : ,

…
, v 为} }

T == { x ` l x
, x `。E ( G )

.

}
.

假设不存在 H
a m i l t o

n
圈包含

e l , 。 1 ,

…
, e吞

.

S今功因为d ( xl ) )
n + 1

。

如果 5 n T 今功
,

断言 1 的情况发生
,

因而存在 H a m il ot n 圈

包含
e , ·

勺
,

…
,

ek
.

因此我们假设 s n T = 人

! S U T } == ! S ! + ! T }一 ! S 门T ! == }S ! + }T }《 v · 1

d ( x
:

)《 }S ! + .k d (
二 ,

) 二 ! T l

由 ( z )和 ( 2 )

d (
x :

)
+ d (

x ,
)簇 }S】+ k + }T 】《 v 一 1 + k

( 3 )式与 d (
x :
) + d ( x ,

)》
v + n

矛盾
。

口

( 1 )

( 2 )

定理 2 设 el , ` ,

…
,

` 为G的任意
n
条独立边

。

如果对 G 中每一对不相邻的顶点
:

和。
,

心 ( : ) + d 。
(
。
) )

v + , ,

G中存在 H a m i l t o
n
圈包含

e : , e : ,

…
, e o .

证明 假设G中不存在H a m il ot n 圈包含人
,

勺
,

…
,

`
。

设 k (。 ( k < n) 是满足以下

条件的最大整数
:
任意 k条独立边包含在G的一个H a m ilt

o n
圈中

。

由引理 1
,

任意 k + 1

条独立边 f
: ,

f :
,

…
,

f。
, : 包含在G的一条 H a m i l t

o n路中
。

由定理 i
,

f :
,

f :
,

…
,

f几
+ :
包

含在G的一个H
a m il ot n

圈中
。

这与 k的假设矛盾
。

口

以下提供另一个任意 n条独立边包含在一个H a m il ot n圈中的充分条件
。

该条件使用

连通度和独立数
。

设 C是一个有向圈
。

用C 〔x ,

妇表示C上按照C的方向
,

从 x到 , 的路段
。

引理 2 如果`是 ( k + l)
一

连通的
,

任意k条独立边包含在 G的一个圈中
。

证明 参见〔 2 〕
。

.

口

定理 3 设
, 和 k为正整数满足

: , 《 k 一 1
。

如果 G是尔:连通图并且 G 的独立数 a 满

足
: a 《 k 一 , ,

那么
,

G中任意 ,条独立边包含在 G的一个H a m ilt
o n
圈中

。

证明 设 el
,

几
,

…
,

e 。
为 G的 n条独立边

。

由于
n ( 掩一 1

,

由引理 2
,

存在圈包含
e : ,

e Z ,

… 。。
。

设C是包含e : , e :
,

…
, e ,

的最长圈
。

设 C = x o x : …幻
一 : x 。 , e i == u i。 ` ( i = 1

,

2
,

…
,

心
。

不失一般性
,

设 ul
,

vl
,

叽
,

内
,

…
,

、
, 。 。

在 C上按从 x0 到为
一 :
的方向依次

出现
。

我们赋给 C从 x 。
到 xt

一 :
的方向

。

假设C不是 H a m ilt
o n圈

。

设 x 为C外的一点
。

如果 !V ( C ) !
= t《 k

,

由k
一

连通性
,

从 x

到 V (C )有 t条路径几
,

几
,

…
,

tP
,

其中iP 和iP 仅在
x 处相交 ( 1提 f < j 《 O

。

不失一 般

性
,

设 iP 连接 x 和劣卜 :

(,’ = 1
,

2
,

…
,

)t
。

由于`
,

` ,

…
,

` 是独立边
,

存在 j ( 1《 j 《 O

满足
: ix

一 l ix 斗 ie ( i
= 1

,

2
,

…
,

心
。

在本文中所有下标是按模 t计算的
。

故 P +j : + C 〔xj
,

荆
一

口 +
iP 是包含 el

,

几
,

…
,

气的圈
,

并且该圈比 C长
,

矛盾
。

以下假设 ! V ( C )卜 t> k
。

由k
一

连通性
,

x到V( c) 有 k条路径 几
,

几
,

…
,

凡
,

其 中

iP 和p j仅在 x处相交 l( 《 i < 了《 幻
.

设凡
: ,

尸`: , 二 、
iP 。是其中的一些路径

,

满足
:

p ` , 在 c上的端点和其在 C 上后继顶点之间的边不属于 {e
1’

ez,
二、 ` 。

} (j
= 1, .2 二 、
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” )
·

,

扑
一 ` 设 ` il 为几 j 在 c 上的端点 (j = 1, 2, … , , )

·

不失一般性
,

设 xl : ,

xl
: ,

一 句 。在 c 上按照 c 的方向依次出现
·

如果对某个 j, x il
, :
是 xl j 在 c 上的后继 顶 点

,

按 照 上 面 的论证
,

存在圈包含 el
,

勺
,

…
,

气
,

该圈比 C 长
,

矛盾
。

因此
,

我们假设

xl : ,

xl : 二 、 xl 。 中任一顶点不是其中其它顶点的后继顶点
·

考虑顶点集仕.11
l,

xl 犷
l, 二 ,, x场

, :
}

,

即 xl : ,

xl : , 二 、 xl 。 的 后 继顶 点 集
·

如 果 x , , + :
和 x l。 + : 相 邻 ( 1簇 p < q ( m )

,

那 么 p `。 + c 〔x l一+ : , x l; 〕 + ` r p +

“ l。 + `

+
氏 xl 广 lt xl 尸

+ 几 p是包含 el, es, 一
e ,

的圈
,

该圈比C长
,

矛盾
·

由于。 ` k 一
” ,

m ) “ .

如果 m > a ,

xl
: , l,

xl 犷
!, 二 、

xI 。 , :
不是独立顶点集

·

故 存

在边 xl , + : x r护 : ·

因而得到以上矛盾
·

我们假定杭 二 a并且 <x r: + : ,
x l:

+ : ,

…
, x l。 + :

} 是 独

立集
.

考虑 { x
, x l :

+ : , x r: + : ,

…
, x l二

· : }
·

该集合不是独立集
.

但 { x r: + : , x l : + : ,

…
, x r。 + :

}

是独立集
.

故 x x l , + :
是 G的一条边

,

其中1《 p簇m
.

但 x x : ,
+ : + c 〔x r , + : , x l p 〕 + p 一, 是

包含 le
, ` ,

…
,

气的圈
,

该圈比C长
,

矛盾
。

口

幸
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