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非均匀平行流中惯性重力波的传播

贺 海 晏

( 中山 大学大气科学系 )

摘 要 本文利用 Bou
: s io s q近似下的线性重力波方程组研究了非均匀平行流中三 维 重

力内波的波数结构和水平传播特征
.

结果表明
,

刘于三维重力波
,

波矢位于圆锥曲面 ( 波数

约束面 ) 上
,

相互独立的波数和群速分量都只有 2 个
.

波的水平位相传播方向与能量传播方

向垂直
.

局地波导方向与本文所定义的 波一 流 相互作用矢忿正交
, 若不计层结和

“
多普 勒

飘移视差
”

的影响
,

则重力波波导将趋于与急流方向平行
.

关锐词 非均匀平行流
,

惯性重力波
,

波数约束面
,

波一流相互作用矢
,

折射

大气中的许多现象
,

都与重力波有着密切的关系
。

既与重力波的不稳定 或 发 展 有

关
,
也与其传播有关

。

在文〔 1 〕中
,

我们研究了非均匀平行 流中万一
z
平面上二维惯性重

力内波的传播
。

虽然
,

该简单模式能反映重力波传播的一些基本特征
,

但是
,

采用了扰

动与x无关的假定
,

有较大的局限性
.

人们的习惯以及大多数实际分析
,

往 往 是通过水

平面上的分析了解过程的三维特征
.

为了使模式更接近大气或海洋中的实际倩况
,

使结

果更具普遍性
。

本文将〔 1 〕的研究加以推广
,

进一步研究三维惯性重力内波的水平传播

特征
。

借赴
、

1 基本方程组

本文所用的方程组仍是〔 2 〕中所用过的 B o u s s i n e s q近似下的方程 组 (即〔 2 〕中 ( 2 )

一 ( 6 )式 )
。

设基本流为定常平行切变流
,

并取 x 轴与基本流方向一致
,

扰 动 是 三 维

的
,

即
: . == U (夕

, :
) + : 尸 ( x , , , z , t )

,

tD . 二 切 ` ,

( z )

P
. == 尹+ P

, ,
8. = 8 + B , ,

上面带
“
一 ” 号的量为基本场

,

撇号表示扰劝量
.

不计摩擦和相变以外的非绝热加热
,

则线性化重力波方程组可写为 ( 略去扰 动量的撇号 )
:

(备
+ U

斋 )一
“… U

一斋 ( 2 )

本文 1 99 2年 6 月 4 日收到
`
声
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、 .声、 .声、刀,
。口月毛,O

`了.、尹.、
`

r
、

` U

会)二
,

一
+ U

会 )
功 一

必
-

口P

口夕

日P

口 Z

"

一
at。

一
at了...、、矛

叹
、

(一凡
\ 口 t\ 口 t

口u

.

。 口 、 。 , ,

。
+ U

一 ,石
一 1 0 一 气丁U 之 / g ) v + 气I V 一

/ 夕 )切 = U

U X I

日口
.

J 口
门 - : , ~ - 十 一二 - 一 = U
口梦 口 z

( 6 )

式中
,

P “ P
产
/ p

: ,
0三 8产0/

: , p :

和 s0 为参考密度和位温 , N ’
为静力稳定度参数 , f为柯氏

参数 , g为重力加速度 , 乙
。 “ f 一 U y为基本流场的绝对祸 度 ; U y 二口口 / a g ,

U
:
二日U闷 : 分

别为基本流场的水平和垂直切变
.

( 5 )式中采用了如下的热成风近似
_

~ a
f U

,
= 一 D

-下产se

“ “ U夕

(工 、
\ 8

:

I
( 7 )

2 频率方程和广义群速度

引进如下缓变量

X 兰 e x ,
Y三 。 y ,

Z = 。 z ,
T 二 。 r

。为小参数
.

设方程组 ( 2 )一 ( 6 )的缓变波包解可 以表为

( 8 )

\ /当
} }

V
}

{
’

}W }
’ e `甲 ` X ’ r ’ z ’ ` , “ ( 9 )

} {
p
{

’

H
`

tDPS

i二
、
/ 二r

。
x , 夕和 z方向的局地波数以及局地频率可分别定义为

:

胜斋
,

`二

斋
,

~ 会
, 。 二 一

祭 ( 10 )

我们将假定上述波参数和介质参数N Z 、 U y
、

刀
二

以及 ( 9 )式右边的振幅函数都是 时
、

空

缓变函数
,

而且假定它们可按小参数
。
作如下形式的渐近展开 ( 以 U为例 )

公梦

U (X
,
Y

,
Z

,
T

, 。
) = U 。 + 。 U : + 。 ZU : + … …

,

其中
,

U 。 、

U : … …都与。无关
。

其他振幅函数也作类似展 开后
,

( 6 )式
,

再按。的同次幂整理
,

可得最低阶O (
。 。

)近似方程为

A X o = 0

式中
,

( 1 1 )

将 解 ( 9 ) 代 入 ( 2 )一

( 1 2 )

\1||1l|11|--\OUVOWOOPOH

一一一X;
||||2

:曰

一 f

乙
。 一 U z

( 1 3 )g
,))泛<口。

o人口

:`A二 } O 0

f U
z

/夕

l

一 犷左

一 f l

一 公爪

一 N
Z
/ 夕 0

优 0

八UL付

。 二 。 一 k U
( 1 4 ) 本J
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为相对于基本流的频率
。

k U即是所谓的多普勒移频
.

在假定扰 动与 x 无关的模式中 ( k 二

0 )
,

完全消除了 多普勒移频效应
,

对一般情况来说
,

这无疑是个缺陷
。

由于本文目 的

在于研究重力波的传播特征
,

所以
,

我们
,

一开始就假定波包中的波是稳定的
,

即。 为实

数
。

由X 。
有非零解的条件

{A ! = 0 ( 1 5 )

在 k不恒为零的情况下
,

可得如下两个方程
:

{
K Z。 : == K ZhN Z + 加

:
言
。 + Z f lm U

二

,

易
, = z口 y N , + f

, 。 口: + f z口互
,

( 、今。 )

( 1 6 a
)

( 1 6b )

、 叹

式中

K , , K
又

+ , ,
( 1 7 )

K
;
“ k , + `,

( , 8 )

r “ l口夕 + m U二
.

( 1 9 )

值得注意的是
,

在扰动与x无关 (掩= o )或基本流均匀 ( U y == 夕
二 = 。 ) 的情形

,

频散关系

很p ( 16 a) 式
。

但在本文要讨论的一般情况下
,

频散关系须 由 ( 1 6 a) 与 ( 1 6b) 两式 联 合 给

定
。

这就决定了下列约束条件必须得到满足

F (。
,
l
, 二 )二

,
( 兀孟N

, + fm “ `
。 + Z r lm夕

二

)

、 .了、 .了点U
`1,曰,曰

`了.. .声吸、一 兀 ,
( l口 , N

“ + f ,二 U
二 + f zU里

= o

《 20) 式确定了。 与存
、

l间的隐函数关系
:

劝 == m ( k
,
l)

由 ( 2 0 )式及隐函数求导法则可求得

、 .声于、 ,矛0自Q乃 曰,̀ù
J碑.、产叮.、绍长卜

一 2 1寿(N
Z一 。 2

)

兀 z刀
:

(。
2 一 f

,
) 一 Z r

(m 。 “ 一 f , 乙
。 一 fl U

z

)

尺 , 〔口 , ( N
“ 一
品

“
) + f口二

一 2心 ( N
, 一

昌
,
) + fm 口

二

〕

K Z口
:

(。
“ 一 f么) 一 2 :

( 、 。 “ 一 f二乙
。 一 f l U

二

)

、一、am一
。

利用 ( 16 )式
,

不难验证有如下关系成立
,

口m
.

,

口m
R
万万 十 `

万丁
一 二 , ( 2 4 )

乍

在波数空间上积分上式可得

爪 二 升 (寿
t + l , )

` 1 2 = 召K 。 ( 2 5 )

其中
, 群是波数空间上与 K h无关的积分

“ 常数
” 。

但是
,

在物理空间中
,

它通常是与 其

他参数 ( 如介质参数 ) 有关的
一
个相当复杂的参数

.

本文将不对此 作进一步的讨论
。

对

于任一给定的 , ,

( 25 )式代表波数空间中的 一个园锥曲面
.

惯性重力波的波矢就 位 于某

个园锥曲面上
.

我们称这 些园锥曲面为波数约束面
.

一旦给定 k和 l
,

则。 被该曲 面所 确
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定
,

即 3个波数分量中
,

只有 2 个是相互独立的
。

图 1 给出的是产 = 1时的波数约束面示

意图
。

图 1 拌 , 1 时的波数约束面示意图

F 19
.

1 s e h e m a t i e d i a g r a m o f t h e

由于 ( 2 1) 式
,

频散关系可形式地表为
。 , g 〔秃

,
l
, m ( k

,
l )

,

N
名 ,

U
,

乙
。 ,

U: 〕

利用须散关系 ( 16)
,

可求得群速分量

e o n s t r a i n t s u r f a e e o f 下 a v e

m u m b e r f o r “ 二 i

( 2 6 )

,
_

口。 口9
.

刁g 口m
` g , 三

户

百万 =
,

万万 十百丽
.

百石一

= U ~
k U

二

( 0
2 一 f 名) (N

, 一 。 2
) / o,

兀忍刀
:

(。
吕 -

( 2 7 )

。 口。 口9
.

` g y 己
.

万厂 = 落了
,

十
口招

f .
) 一 2 ,

(二。 一 f m右
。 一 f lU

:

)

口m

万丽
~

万厂
.

弓尝

、 .夕、,J
八石O甘O自O山

矛.、了.、

、,,

、,夕

01
占n口00

户.
、口口.、

==

一一- 一I竺边鱼鱼生兰卫些卫生竺
月

一一
K

Z

U z
(。

2 一 f ,
) 一 Zr

(二。
2 一加互

。 一 f lU z
)

若定义

a
, 。 = 。 , 二霍+ 亡, ,

了二 ( c g 二 一 刀)霍+ e o y
了

则可证明下述关系成立

室;
·

刁, == 寿亡。二 + l亡。 , == o

或

其中

口。
·

刁, 、 = o

病 _ 0 护
. h = 了 r 几 h ( 3 2 )

氏
。 和舀

。分别是计入了基本流引起的多普勒移频效应后的水平群速矢 和 水平 相速

矢
.

(川式表明
,

群速 (能量传播速度 )方向与位相传播方向垂直
.

重力波传播的这一特征

与流场的非均匀性密切相关
.

在均匀的平行流 ( u
, = u

二 = 。 )中
,

应 有氏八岛
* = 。 ,

,

方诀
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艰p水平位相传播与能量传播平行
。

由此可见
,

流场的非均匀性对惯性重力波的传播特性

具有关键性的意义
。

这一点应当予以充分注意
。

3 重力波波能射线的折射

如图 2 所示
,

我们将定义群速矢口g 。 ( e g 二 ,
e g y ) 和 a

g 、 ( 口。 , ,

己
。 , ) 与 基本流向

《 x轴指向 )的夹角分别为 0和 a

` “ 歹
二

争
= _

. g X

及

。

根据 ( 30) 式
,

我们有

k

l
( 3 3 )

C
o ,

存

` =

京
=

一
`

U
气1 一 二不一一 少

L g 劣
( 3 4 )

6 与 0 的差异是由于基本流U的多普勒移频效应所致
.

当 U / C g 二《 1 时
,

近似地 有

、 有

、

,
口、 .,尸

八匕污了Odno
矛̀、 .

了、、

t 口8澎 t g 口 = 一 k/ l
.

设须散关系可一般地表为

。 == g 〔k
,
l

, 二 ( k
,
l )

,
几〕

其中之= 久( , , : ) 代表任一介质参数
,

如 N Z

证明此时仍有下列射线方程成立

么互
= -

碑

鱼色 卫左
D T 口几 a X

卫丝
= _
旦全

.

夕三
D T 口久 OY

其中

( 3 5 )

乙
。
… …等

.

由 ( 10 )
,

( 2 7 )
,

( 2 8 )
,

及 ( 3 5 )
,

可

、

,
声、 .户`

000口60CO
矛

`
、产̀、

_ a
三三

—
十

口T

。 口
.

。 口
L ” ,

矽了 一 七 “ y 店了
口

.

劣
=

-

二丙二 十 U 口 h
.

习 h
口 l鱼DT

玄
_ , 口

.

, J
F h = 一下成 7 十 J一不布

~

U Z、 U 上

如果介质是均匀的
,

即以 /口X = a几尸Y 二 o 则有

刀 g k _

D T

D 夕l _

D T
( 4 0 )

即波数沿射线己hg 是守恒的
.

在非均匀流中
,

波与流之间的相互作用可使 波 数 发 生 改

变
,

即要产生折射现象
。

若定义微分算子

鱼
二

刀 T 备
+ 亡二
裔

+ 口二
备

一

异
+
户

· 、 ·

夕。

则有

丛
= 一 ~

旦卫
D T 口之

口久 r, 口k

石万 一 “ 百灭
一

( 4 1 )

( 4 2 )

`

诊
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C` h

川I川||,.
、尹/

卜
洛沪/.9

户润
.“ ./

八尸C
创,

.州|/

/

挤

C g y 图 2

F i g
.

2

波能射线方向角a 与e的定义

s k e t e h s h o w i n g t h e d e f i n i t i o n

t h e d i r e e t io n a n g l e s : 口 a n d 口

几

c ` x

各
= 一

器
与 ( 3 6 )和 ( 5 7 )式比较可见

,

( 4 3 )

( 4 2 )和 ( 4 a) 式中右边各多了一个附加强迫 项
,

即 一 U a k/ a X

与 一 U al / aX
。

它们是由于基本流的多普勒移频效应导致 e与 a 有差 异
,

因 而沿 己hg 和

氏
。方 向所观察到的波数变化有了差异

.

因此
,

我们称这两项为
“
多普勒 飘 移 视 差 ”

项
。

、,口ó

、夕4544
了.、户.、

频散关系 ( 1 6a) 可记为
。 , g (为

,

l
,

N : ,

U
,

右
。 ,

U
二

)

二 k U土 ( K
厂
N , + f二 , “。 + Z f̀ 二 U

z

)
’ ` ,

/ K

由此有
K于

作

=
~一一一下丁一一

Z o K乞

. 食

f杭 t

==
` . . . . . . . ~

ee
~

se2易x
`

Z f l成
= 一尸万一—

目

2口 K
l

令
·

户

.一ù一名相研坦aU丝a’a鲤即

代入 ( 42 )和 ( 4 3 )可得

丛
= _

D T Z o K z六 (
K

; 斋
+ 。̀ ’

会
+ 2 ,̀ m

会
+ 2二。天

:
+ 2 o K: U 』丛、

口X ,
( 4 6 )

1

一
ě力, 王 _

D T Z o K么
(

: : 群
· , fn :

鲁
+ 2“ m

势
+ 2; 、 :

:

器
+ 2“ K: “

器 ) ( 4 7 )

由于
,

我们的模式中已假定了基本状态参数 U
、

如… 等与X 无关
,

这些量对 X 的 导 数 实

际上为零了不过我们在 ( 4 6 )式中仍形式上保留了它们
。

产

幸呼
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现在
,

用 ( 4 1) 式所定义的微分算子作用于 ( 3 3) 式
,

应有

么纽亘
=

上 业
_
王 今粗

D T J
吕

D T 1 D T

将 (` 6 )和 ( 4 7 )代入上式
,

得

D , 8

D T
二望丝

~

厂
`

,

砂

` U 声J 卜 `

*

嘿
一

嘿
) + rm

,
( *

粤
一 2奥落)

口 I 口
J、 0 1 0 人

+ 2 ,̀ 二 ( “

告
一 `

会卜
2昌“ K’ “̀

等
一 `

器
)

+ 2舀K ’ U “̀

斋
一 `

斋门

( 4 8 )

( 4 9 )

用矢里形式写
,

即

力。
言

D T

二

鲜
~

:
.

(室*

咸 )

Z o K Zl l

( 50 )

” 往意
,

`表示访向的单位矢
,

不可与访向的波 数k 混淆 , 矢 盆分定义为

京, `孟。
, N

, + fm
, 。*省

。 + Z r l二。 * U
Z

+ Zko K : 夕; U + Zo K Z U
口窟。

口X
( 5 1 )

专

矢且忿中的最后一项前面已经说 明过
,

可看作是
“
多普勒飘移视差 ” 项 , 倒数第二项也

与多普勒移频效应密切相关
.

其他 3项分别与静力稳定度入
忿、

惯性稳定度 省
。
和反映流场

斜压性的垂直切变 U
二

等的水平梯度 (分布不均匀 )有关
.

在 〔 1 〕中
,

曾经定义过类似的矢

t
,

不过那里是在g一
,
平面中定义的

,

而且由于限制了波动在基本流向上没有传播 ( k =

。 )
,

故多普勒移频效应项都不出现
.

在 〔 l 〕中
,

茗被称为
“
环境稳定度矢 ” ,

其 实
,

考虑本文的情况
,

若称宫为重力波的
“
波一流相互作用矢” 也许更确切些

.

因为它既与

基本状态 ( 环境 ) 有关
,

也与波的特性 ( 波数
,

频率等 ) 有关
,

即实际 上取决于波与流

间的相互作用
。

( 50) 式还可进一步改写为更为直 观的形式
。

考虑到

叉、 二玄* +
了, =

声
(寿, 舀

。。 )

U g戈
( 5 2 )

代入 ( 50) 式
,

可将它改写为

事
=

需(劲(“必 急) ( 5 3 )

方程 (53 )是相对波能射线 ( 刁。 h ) 的方 向角 0的变化 (即折射 )方程
,

可简称为折射

方程
。

射线的折射特性与矢量官密切相关
.

当射线方向 ( 己hg ) 与矢量忿平行时
,

受到
飞

釜
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的折射最强 ; 当射线方向与官垂直时
,

a 的变化率为零
,

即不受拆射
。

由此可以推断
:
与

矢里场忿正交为方向将有利于波能传插
,

即局地波导方向与水平矢量场若的法线方 向平

行
。

时
,

其中

如果基本流速 U 远小于 x方向的群速分里
,

则
,

近似 地 有
:

t沪渭 t矽 = 一 k/ l
。

这

可导得口的变化方程为

留瑞令(瓷)底
·

”

” 二 :
;
: * N ’ + rm

名
:
。 + Z f枷 U二 + Zk易K ,。。“

( 5 4 )

二

京
一

命
: 刀

鲁 ( 5 5 )

矢最忿与 宫只相差 一个飘移视差项
.

由于基本状态与x无关
,

井中实际上只有 ,分量 了
,

_

所以 ( 5 4 )式中不再出现川
·

户 ( 二 。 ) 的项
.

从形式上看
,

( 5 4 )式与 ( 5 5) 式完全 相 同
,

关放叹为变化待征亦可作类吸沟讨沦
,

这里不再赞述
。

以上是从总体上原则性地说明波能射线的拆射与矢量岔的关系
.

我们还可进一步 具

体说明层结水平非均匀性以及流场的急流结构对重力波能射线折射的影响
.

关于层结的

影响
,

在〔 1 〕中有比较具体的讨论
,

基本原则也适用于现在所讨论的水平传播的情形
,

这 里不再讨论
.

现在仅就急流约影响作一简要说明
.

在平行急流中
,

U (Y
,

x) 的等 值 线

与流线平行
,

其水平梯度夕h口与流向垂直
、

指向急流中心 ( 轴 )
, 在 急 流 轴 左

、

右两

侧
,

分别有气旋式和反气旋式的切变相对涡度 ( 一 Uy)
,

因而夕、偏亦垂直于急流 轴
,

从

急流轴右侧指向左侧 , 在急流上方和下方
,

U
二

符号相反
,

其水平梯度八 U二 都垂直于急

流轴
,

由两侧指向急流轴或者相反的方向
。

总之
,

在平行急流中
,

口
,

如和口
二
的水平梯度

方向都是与流向垂直的
。

因此
,

按照前面指出的波能射线的拆射规律
,

可以推断
:

若不

计层结和飘移视差项的影响
,

则平行于急流轴的方向应是有利于重力波能传 播 的 方向

( 即波导的方向 )
。

这是因为平行于急流方向的波能射线将不会发生拆射
。

当然
,

实际情

况可能比这种理想情况复杂得多
。

层结和飘移视差项也不可能完全没有影响
。

所以
,

实

际大气或海洋中的急流只能在某种程度上近似地看作重力波的波导
。

在大气中观测到明

显的风速脉动沿低空急流向下游传播的现象
。

我们认为这种风速脉动的传播可以看作是

重力波包的传播
,

大气中灼急流实际上起了重力波 波 导 的 作用
。

才洲

舍

4 结 论

( 1) 重力波的波矢位于园淮形的波数约束面上
.

三个波数分量中只有两个是相互独

立的
。

相应地
,

群速分量也只有两个是相互独立的
。

( 2 )相对于基本流的水平群速传播方向与水平位相传播方向正交
,

即氏
、

.

a * = 。 .

( 3 )重力波波能射线为拆射特性主要取决于本文所定义的波一流相互作用 矢量甘
。

」卜
`
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:

非均匀平行流中惯性重力波的传播 1 3 0

当群速矢才g h与矢 量京垂直时
,

波能射线的折射率 为 零 ( D。
言/ D T = o )

.

这 就 是

说
,

局地波导方向 ( 有利的波能通道 ) 与波一流相互作用矢量场正交
.

在可 以略去层结

和 “ 多普勒飘移视差” 影响的情况下
,

沿急流的方向大致上就是重力波波导的方向
。

本文只从原则上定性讨论了在有波数约束面存在的情况下波传播的基本特征
。

说明

存在着沿急流的重力波波导的可能性
。

有关产的特性以及本文结果的进一步应 用留待日

后讨论
。
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