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关于一类具有特殊ao fo is 群的

斜多项式的刻划

楼 小龙 马麟浚

( 中山 大学数学系 )

啼

摘 要 在斜多项式环 风 X ,
川含有一个特别的本原根的情况下

,

给出了 l = X ” 一 “ 。 B 〔X ,

p 〕 (。 ) 为 G a l o i s斜多项式的刻划
-

关镶词 G al io s 扩张
,

斜多项式环
,

p
一

可分

1 符号和定义

全文总设B是一个含单位元 l 的环
,

p是 B上的一个自同构
,

B〔X , p〕 = 务
一。① X BI 是

关于 B及 p的斜多项式环
,

它的乘法由 a X = X p (
a
) ( V

a o B )给出
,

我们分别用 B 〔X , p〕 `。 》

及刀p〔X 〕表示集合 { f o B〔X ; p〕 1f B〔X ; p〕 = B〔X , p〕f
,

且 f的首项系数为二1 }及具有 p不

变系数的斜多项式集合
。

介刀〔X , p〕 《。 ,
称为是可分的 (或带群 G的 G al io

s

)斜多项式
,

如

果 B〔X , p〕 / f B〔X , P〕是 B上的可分扩张 (或带群 G的 G
a
l
o i s 扩 张 )

, 介B p 〔X 〕 n B〔X ,

, 〕 。。 ,
称为是下

一

可分的斜多项式
,

如果 f的导 数尸 (形式上的 )模 fB 〔x , p〕后在 B〔x ,

P 〕 / f B〔X , P〕中可逆
。

全文中还使用下列约定记号
C = 毛a o B !

a b == 西a
,
V b o B }

,

B p == {西
e B }p (石)

== 石}
,

C p == C 门B p ,

U ( C
p
)

= {
a o C p !

a 在

B 中可逆 }
。

对 f == X一
a : 一 : X卜 ` -

一
a 。。 B〔X , p〕 ` 。 , ,

s = B〔X ; p〕 / fB 〔X , p〕 = { Z弃孟
1 ` x ` I

1 `“ B
, x = X + B〔X , p〕 f }

,

定义映射“ ` s ` B
, “ ` ( I 罗二卜 i x j )

== 犷̀

( v Z声孟
了i x j ` S

, ` == o , 1 , 2 ,

… n 一 i )
, : : S` B

, t (
u
) == 刃梦端 二 i

(
u x i

)
,

( v
u o s )

,

易验证 t是 B
一

B
一

模同态
,

记 T r == ( t`
+ : , s + :

)
,

其中 t` + : , s+ : = t (
x `+ j )

,
f
、

j = o
,
l

,
2

,

… n 一 i
,

易见 T f 为B上 的
n x n

对称矩阵
,

最后定

义 p . : B 〔X , p〕 , B〔X , p〕
,

p .

(X各
。 X `d ` )

= 艺各
。 X `p (d

`
)

,

v l 各
。 X ` d `。B〔X ; 。〕

.

2 正 文

设。是 B中的一个
n
次本原根

,

满 足。 。U ( C
p )

,

( 1一 。 ) ( 1
一 。 2

) … ( 1
一 。 十 ’

) 为非零因
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子
,

则对 f = X 伟 一 : 。B〔X ; p 〕 `。 , ,
s = B〔X ; p 〕/ fB 〔 X , p〕

,

不 难验 证
a ; a 移同

r ` x ` )

= z同
r户 iix 定义出 S的一个 自同构

,

且 a的阶为 , ,

即砂 = 1
.

定理 1 。的假设如上
,

则 f == X一
u o B〔X , p〕 《。 ,

为带群G 二 ( a >的 G a l o i s 斜多项 式

材
, ,

: 在B 中可逆
。

注 1 很显然上述结论说明了( 1〕中定理 4
。

2及定理 4
。

4中: 为可逆元的假设不 但是

必要的
,

证明

而且还是充分的
。

“ 片
”
因 为 (一

。 ) ( 1 一 。 2
) … ( 1 一 。 卜 ’

)为 非零 因子
,

即 ( 1
一 。 )

、

( 1
一 。 .

)
、

… ( i
一 。 卜 `

)皆非零因子
,

所以由。 == i 一。 ` ” 二 ( i 一 。 ` ) ( 1 + 。 几+ … + 。 `卜 ” ` )
,

k == i
,
2

,

… , 一 1
,

知 1 + 。 ` + … + 。 ` ” 一 ” ` == o
,

为= 1 ,
2

,

… , 一 1
。

记 ct == 2 0 。

尹
,

则 t。 ( z界孟a i 沪 )

== X声孟a i
( i

+ 。 ` + … + 。 ` ” 一 ` ’ `
)
x ` == 。 a 。 ,

由此易见 p . t。 = t e p . ,

从而由c Z〕知
,

f 为 p
一

可

分
,

因 而 6。 ) :l T ll 可逆
。

通过计算不难得到占( f)
= 沪砂

一 ’ ,

因而
n 、

: 在 B中可逆
。

.
扣

.
由a ( z奎二孟

a `x `
)

= z 笋孟
a `x `得 a . = a 。 , a :

( 1
一。 ) = o

, a :

( 1、 1

) == 0
.

… a卜 :

( z
一。 ` “ 一 ” 》

= o
,

由。的所设知
: a : == a : == … = a 卜 : == 0

,

所以 S
G == { 5 0 5 !口 (

s

) = s ,

V a o G } == B
。

由于

幸

x “ 二 u ,

因而 x 在 S中可逆
,

取 C
x 一 `一 1

=
勺

又产万 ,
d` == x ` , ` = 。 ,

, , 2… ” 一
,

,

贝”z 仁̀ 。 `d` ==

渝
`”`

一 ’

) 二 ,
,

z雾“ ` a ·
(d

` , 二

渝
( , +

“ “ + “ ’ “ +
… + . `卜 ” 吞) 沪

一 ’ = o
,

k == 1
,

2
一 ” ,

: 一 1
,

因而 S o B为带群G = <
口
>的G al ib s扩张

。

注意到在定理 1 的条 件下
, t。

i(x 卜 、足夕宾
< ” .

下面反过来考虑
,

若一个斜 多

项式 f 二 X一
a 。 一 : X 价

一 ’ -
·

一
a 。。 B 〔X , p〕 《 。 , n B p 〔X 〕是 G a l o i s 的

,

且所带的群 G 满足

以、 ) = 毛乳罗耳m<
,

那么 , 该满足什么样的刻划条件 ,

定理 2

式
,

且 t e ( x `)

设 f == X 杭 一 a 。 一 : X 用
一 `一

·

一
a 。。 B 〔X , p〕 n B p 〔X 〕为带群 G的 G a

l o i s斜多项

< 优
,

则脚
, 。 。在刀中可逆

,

且 i a 。
一 ` 二 o ,

i = z
,
2

,

… m 一 2
.

证明 由 t̀ 所设
,

易见 t G p . = p . t。 ,

因而由〔2〕知 j ( f ) == IT I }可逆
,

且 t (
x 几) = tG (

x ` )
= j = O

k == o
,
1

,
2

,

…二 一 z
,

从 t (
x `+ j )

优
= `· (· “ ” ·

{
“

。 < i + j < 。 出发
,

不难计算 出战 f) = m而

杭口。 : + J = m

· 。 。` 一 ` ,

因而。 价。在 B中可逆
.

下面用归纳法证明 ia , 一 ` 二 。 ,

布 = 1 , 2
,

… 二 一 1
。

设当
, < i时

,

都有二二 _ 。 = 。成立
.

因为

` ( x ` )
二 Z哆二孟

` , (
x `+ i ) 二 X

肾
一 `” i (

x “ j ) 二 X乍孟
” 。 一 ; + , (

x . + `)
,

记 d l = ` 。 一 ` + , (尹 “ )
,

b l 二 二 , 一 :

( x . ’ l )
, l == o

,
z

,
2… i 一 z

,

则 d l
+ : = 二 。 一 i , l , :

( x . 小
I
十 ’

) 二 d l + b l a 。
一 s , l , : ,

l == o
,

1
,

2… l
一
2

。

由上面的递推公式得
:

d l
, : = d 。 + b o a 。 一 i , : + b , a 。 一 i+ : + … + b: a 。

_ i , l , : ,

l == o
,
z

,

2… 泣一 2
.

因 而 : ( x `) == d 。 + d : + … + d卜 : 二 f d
。 +

( i
一 1 ) b

o a 。 一 i + ` + … + b i一 : a 。 一 : ,

再 由 归
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纳假设及 0d ==才。 一 i( x 加 )
== a。 一 i知

,
o == 坛(

x i
)

= t ( x i
)

= i a 。 _ ` ,

因而 l’a 。 一 ` 二 O
,

i = o , z
,
2

… 衍 ~

由定理 2
,

我们就定理 1的情况如下部分地回答了前面提出的问题
. \

定理 3 设 B中含有定理 1 中所叙的
n
次本原根

,

且Z在B中非零因 子
,

则 声= X ” 一

a 。 一 :
x 一 , -

一
a 。。。 〔x , p〕 n o p〔x 〕为带群 G的 G a `o ; : 斜多项式

,

且 ,̀
(
x `)

二 {三
材 f == X

“ 一 a 。 ,

且
n , a 。

在 B中可逆
。

a < f < ”

i 二 O

注 2 从上述结果知道
,

对许多情况来说 t· 满足 t。
(
: i ) = 《三

O < i < 拄

葱== O 是形式为 X一
。
的斜多项式为带群G的 G al io s扩张的特征

。

作为定理 2 的部分逆有

定理 4 设 f 二 X 用 一 a 。 一 : X 娜
一 ’ 一

·

一
a 。。B〔X ; p 〕 ( 。 , 门 B p 〔X 〕

,

若优
: a 。在 B中可逆

,

且

i a 。
一 i == o

,

i == z , 2 , … 琳 一 1
,

则 f为 P
一

可分

证明 由定理 2 的归纳法证明
,

部分可以看出 t (妙 ) 二 《昙
0 < i < m

i = O
因 而 t ( x `+ 了)

i = j = O

O < i + j < 二
,

由此不难算出
,
占《 I , == IT f l = m . a o用 一 ’ ,

由所设知舀( f )可逆
,

由〔2〕知
i + j 二抓

f为 p
一

可分
。

定理 3 的应用
.

举例说明如下

设 B是复域 R上的
。
维空间组成的环

,

即B = 砂
.

如下作B上的自同构 p . p (朴
, x : …介 )

==
(
x : , x : … x 。 ,

朴 )
,
V x(

: , x :

…介 )
。 B

。

易见 p为环同构
。

由于 R为复域
,

所以 B上可以就任

何正整数找到满足定理 3 的m次本原根
,

且 Z在 B中为非零因子
,

因此对于环 B 而言
,

f == X m 一 a 。 一 : X 脚
一 ’ -

·

一
a o e B 〔X , p〕 n B p〔X 〕 为带群 G 的 G a l o i s 斜 多项 式

,

且 坛(
x i )

《集
O < i <
f == O

优材 =f x , 一 a0
,

其中
a 。在 B中可逆

.

参 考 文 献

M a L J
,

5 z e t o G
.

S e a B u l l M a t h
, 1 9 , 1

,

1 5 ( 1 ) : 4 5~ 4 8

楼小龙
.

中山大学学报 (自然科学版 )
,

1991
,

3 0( 4 ) : 2 4~ 28

C h a r a e t e r i z a t i o n o f S k e w P of y n o m i a l s w i t h a S P e e i a l G a l o i s G r o u P

L o “ X i a o l o ” g *

M a L i” j
“ n

A bs t r a c t U n d e r

P o l y n o m i a l r i n g

G a l o i s g r o u P 15

t h e e o n d i t i o n t h a t a s p e e i a l P r i m e r o o t i , i n e l u d e d i n

B〔X , p 〕
, a e h a r a e t e r i z a t i o n o f s k e w P o l y n o m i a l s w i t h

o b t a i n e d
。

t h o s k e w

a 9 1甲 e n

Ke y w o r d s G a l o i s e x t e n s i o n , s k e w p o l y n o m i a l r i n g
,

p
一 s e P a r a b l e

.
D e p a r tm e n t o f M a t h e m a t i e s ,

Z五o n g s h a n U n i v e r s i t y


