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摘 要 应用 G a m p a n a t。技巧及 S o b o l e v 空 I’ed 理论
,

证明椭国型 M o n g e 一

A m p e r e方程 ( x )

的解在区域口内部的C Z ’ “
( 0 < a < 1 )类正则性

,

同时给出解的二阶导函数的 H川 d o r估计
。

关健词 M o n g e 一

A m p 己r e方程
,

S o b o l e v
空间

.

C a m p a n a t o技巧
,

正则性定理

l 引言和变换引理

若
z
(
x , 夕)

。 C Z
( g )是方程

A , + 2刀: + C t + (
: : 一 5 2

)
= E ( 1 )

的解
,

系数 A
、

B
、

C和 E满足同样的假设 ( A )
,

文 〔 1 〕证明解
:

(
x , . ) 在 g 内部 具有

c
名 ,“ 类的正则性

,

现在条件削弱
, 之

(
x , g )

。 lC
, ’

( 日 ) 在 g 中几乎处处满足方程 ( l)
,

本文证明解
:

(
x , 夕 ) 在g 内部依然具有 e

, a
类的正则性

.

文内沿用〔 1 〕中的符号及辅助结果
,

除非另外声明
。

设 g 是 x 一 , 平面的一个属于 ( A ) 型 〔’ ,的有界开集
,

方程 ( 1 ) 的系数 A
,
B

,

c,

及 E均为
x ,

y
, : ,

p
, q的已知函数

,

且满足假设 ( A )
:

A i) A
、

B
、

C及 E定义在超曲面

王二 毛(
x , g , z

(
x , 召)

,
p (

x ,

夕)
, q (

x , 夕) ) ! (
二 , 万)

。 g }

上
,

且其绝对值不超过正常数 .a

A i i ) A
、

B
、

C及 E满足 H O l d o r连续条件
:

!A (
x 尹 , 夕尹 , z 产 ,

P 尹
, 口` ) 一 A (x l, , 夕扩 , : I, ,

p
l, ,

q l,

) }《 `〔 ( x 尹 一 x ,
)

: + (夕矛 一 夕`

)
乞〕a `压

: ( 2 )

】E ( x ` , 夕` , z ` ,

P
` , 。 `

) 一 E ( x l, ,

夕# , 2 1, ,

p
护 , q厅 ) l ( 乙〔 (

x 夕 一 x l’
)
’ + (夕

` 一 夕“
)
’ 〕 a / :

A i i ` ) ( 椭圆性 ) 刁 = A C 一刀
竺 + 万少 e 一 ’

> o ,

(
x , , )

。 g ( 3 )

在上述的假设下证明

定理 如果 :
(
x , 万)

。 c , , ’

( g ) 在 g 中几乎处处满足方程 ( z )
,

而且 }!
z
}f
。
川 、 ; )

《 K
,

函 数 A (
x , , , : ,

p
, q )

, B (
x , y , z ,

P月 )
,
C (

x 心
, : ,

p
, q ) 及 五 (

x 沼
, z ,

P边 )满

足假设 ( A )
,

那末
,

对于任意子集。 。
二 二 g

,

均有
; ( x , 夕 )。 C

l ’ “

( g
。

) ( o <
a < z )

,

本文 19 9 0年 2 月 2 5口收到
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I

而且
, , s , t满足

卜 ( x , ,
g

/

) 一 :
( x ,, , 夕夕 ) !

,

一
,

! t (
x ` , 窗`

) 一 t (
x , ,

召`

) l

( H 〔 (
x , 一 x l,

)
2 + (夕

/ 一 甘 I,
)
“ 〕 a / 2

(
x , ,

夕尹

)
,

(
x l, ,

夕“ ) 。g
。

( 4 )

式中
,

H是只与 a , a ,
b

, c ,
K和 d i s t ( g

。 ,

口g ) 有关的常数
.

由于假设只给出
:

(
x , y )

。 lC
, `

( g )
曳

它的二阶导数在 g 中不一定处处存在
,

给定

理的证明带来困难
,

为此应用 S ob ol e v 空间

W `
, `

( g ) = { : 。W k ( g ) ID
a u o L “

( 夕 )
,

F l
“

} ( ` }

( k为非负整数 ) 与 L i p s e h i t z 空间关系
:

c “一
`
( 。 ) 二 、 {;二( 。 )

,

e “

一 ( 。 ) 一 W “ ,一
( “ )

·

这样
, :

(
x ,

夕 )
。 lC

, ’

( g ) 的假设蕴涵着它的二阶导函数
: , : , t在后中几乎处处存在

,

, , : , “ r ( g
`

) ( y g
`
二 已 g )

,

而且它们的本质上确界不超过 K
,

由于研究解的内部正

则性 , 因此
,

依然将 g `记为g
,

那么
,

P
, g 。平

` , 2
自L `

( 习 )
, , , s , ro L “

( g )
.

为证明定理
,

下面须将变换引理推广到
:
(

: ,

夕 )
。 lC

, `

( g ) 的情况中
.

变换引理 设
z
(

x , 万 )
。 C

` , `
( g ) 在开圆盘 D = D

*

(
x 。 , 万。

) 二 g 中几乎处处满足

方程
,
卜

: 2 = f (
x , 夕 ) ( 5 )

此处 0 <
c一 ’

( f (
x , , ) 《 c

< + co
,

而且
:

( x ,
. ) 满足

}1
:
1!

e ` , ` 《。 ) ( K ( 6 )

女== : 夕 ( x , 万 ) > o ( x , . )
。 D

则变换 T
: u = x , 。 = 口 (

x , , )
,

(
x , 对 )

。D 有下列性质
:

i ) T将D 同胚映上它的像集
刀 二犷 (D ) = ( (

: , v
)
。 R

Z , u = x , v = 口 (
x , 夕 )

,

(
x , 夕 )

。 D }

11 ) 对任意 (
x , , 万 /

)
,

( x ll , , l,
)
。 D

,

映射 T满足伸缩不等式

(
。 ` 一 “ ,

)
’ + (

” , 一 ” I,
)

’ ( r

: ( (
x ` 一 x l,

)
’ + ( ,

` 一 , l’ )
“

) ( 7 )

(
x ` 一 。 I,

)
2 + ( , ` 一 , ` )“

:

: ( ( u ` 一 : ,,
)

“ + (
。 ` 一 v ` )

’

) ( 8 )

式中
,

常数了
: = 了:

( K ) ) 1 , 了: 二 了:

(K
,

C ) ) 1 ,

并且
, u , = :

(
x ` , 夕产

)
, … ,

” , 二 。
( x l, , 封I,

)
。

511 ) 函数 活 (
u , 。

) “ :
(

x
(

u , 。
)

, 穿 (
u , 。 ) )

。 C
。 , `

( B ) C 评
` , “
门L ’ (B )是 椭圆

型方程

( g )

( 1 0 )口
.

d“
.

d匕
月

U

ùZ

有幻一
v均

“引B

乏“ 。 十 ( 了; 。

)
。 一

李
; 。 一 。

的 一 个 弱 解
,

即对所有功
。
W

` , 艺

门L “
( B )

,

断I
( ;

“
,
“ + , ; 。价

。

) 。
。 。。 二 -

式中

B

了= 了 (
。 , 。

)
= f (

x
(
u , U

)
,

, (
: , v

) )
.
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证明变换引理的方法与文献〔 2 〕中的证明相仿
,

只须对 ii ) 的证明稍作修改
,

在此

从略
.

2 定理的证明

证明分为以下 3 步

( I ) 设 (
x 。 ,

g
。

)
。后

,

令

性
。 = 姓 (

x 。 , , 。 , :
(

x 。 ,

; 。

)
,

乡 (
x 。 , , 。

)
, 口 (

x 。 , . 。

) )
,

刀。 = 石 (
x 。 , , 。 , z

( x o .

忍小 p (
x 。 , 夕。

)
, g (x

。 , 衬。

) )
。

及 刁
。 = 月c0

。 一

代
+ E

。

> 。 ,

不难证明属于 lC
· ’

( g ) 的函数

, (
x ,

; ) 二 :
(

x ,
, ) +

合《
c

。

`x 一 x 。

)
名 + ,

。

(; 一 ; 。

,
2一 ZB

。

( x 一 x 。

) ( , 一 ,
。
) }

+ 2 ( K + a ) (夕一 窗
。
)

在 g 中几乎处处满足方程
,己一 s , = f (

x , y ) ( 1 1 )

此处 尹 = 分x 二 二 : + C
。 ,

含二 玄二 夕 = s 一 B 。 ,

己= 之y 夕 = : + A
。
及

f (
x , y )

= 刁
。 + 《 (通

。 一 姓)
r + 2 (刀

。 一 刀)
: + ( e

。 一 e ) , + (万一 万。

) } ( 2 2 )

类似〔 2 〕中所证
,

得

i ) 对于 ( x 一 x 。

)
“ + ( g 一 g 。

)
: 《 1 ,

(
x , , )

。 g
,

女) K
。 = 1 ,

并且常数

才 二 才 a(
,

)K ) 1是函数念(x
,

刃的口
· `

范数的界
.

11) 对于 ( x 一 x 。

)
里 + (杏 一 夕

。

)
: 《 ( l o b c K )

一 2 l a ,

(
x , 万)

。 g
,

方程 ( 1 1 ) 是椭画型
,

而

且 }介 }
,

l瑟}淤 ( 。才 )
一 ` .

取 R 。 = m i n
{ ( l o b c K )

一 “ a ,
d }

,

d = d i s t ( (
x 。 , 夕。

)
,
口g )

.

应用变换引理于 D
* 。

(
x 。 , , 。

)
,

在变换 T

u 二 x , v = q (
x ,

夕 ) == 口含 (
x , . ) /刁, ( 1 3 )

下 (
x 。 , 忍。

)的像点是 (
u 。 , v 。

)
,

那么

T ( D , ` r ,

(
x 。 , y 。

) ) c D
,

(
u 。 , v 。

)
,

D
, z r :

(
u。 , v 。

) =c T ( D
,

(
x o , , .

) )

对于所有 R , o < R ( R。

成立
.

而且函数乏 (
, , 口

) = 忿 (
x

(
u , 。

)
, , (

。 , `
) )

` c
。 , `

( B ) C 万
` , 2
门L .

( D : / r :

(
u 。 , v 。

) ) 是方程

: 。 。 + (` : 。

)
。 一

琴
; 。 = 。

( 14 )

的弱解
.

此处了(
u , 。

)
=

f (: (
。 , v

)
, , (

u , 。
) )

.

( I ) 将 ( 1魂 ) 改写为

乞。 “ + “ 。 : 。

一斋
p ( :

, 。

卜 。 `。
, 。 )

式中 P (
, , v ) = 咬〔 (A 一 A

。

)
, + 2 ( B 一 B

。

)
: + ( C 一 C

。

)索+

·

才。

(
u , v

)

Q (。
, v

) 二 2了牙
。

(
。 , v

) /
v

( 1 5 )

( E
。 一 E )〕 (

x
(
: , v

)
, 万 (

u , v
) ) }
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由假设知 p (
: , v

)
。 L .

(D
: 了 r :

(
。 。 , ” 。

) )
,

Q (
u , v

)
。 L `

(D
: Z r :

(
u 。 , ” 。

) )及 }2了
。 一 `

l簇五 = 2 0。 ,
K

,

且对于护十价 = 1
,

C
一 :

( 占
2 + 刁

。刀2 ( ( Za
)

:

( 16 )

成立
,

因此方 程 ( 2 5 ) 是 椭 圆 型
。

令 牙(
。 , 。 ) = V ( u , 。 ) + 详 ( u , 。 )

,

式中V (。
, 。 )是

D i r i e h l e t问题

V
。 。 + 乙

。
V

。 。 二 0 在 D ,
(

: 。 ,

V 一 加平
, , :

门L “
( D

:

(
u 。 ,

。 。

) 中

v 。

) )
( 1 7 )

( O < R ( R
。

/
r :
)的弱解

,

(
u。 , v 。

)
。后

,

根据 L a x
一 M i l g r a m定理

,

问题 ( 2 7 ) 存 在唯一的弱

解 V (
。 , 。

)
〔砰 , , “

门 L .
(D

*
(
u 。 , 。 。

) )
,

并且由〔 s 〕知不等式
_

打
二

,守 V ,
’ ` · ` · ` c

(令 )
’ _

汀
,甲 V ,

’ ` · ` ·

L, p ` . 0 , ` o ,
气

《 u o , U o )

( 1 8 )

汀 ( 1 9 )
D p ( . 0 一” o )

,甲 V一 (甲 V )
·
!
: ` · `· 、 C

(宁 )
`

! J
}二。 一 (二 V

·
) }: d· ` ·

D左 (“ o , ” o

对 所 有 p , o < p < R延 R
。

/
, :

成立
,

而 W (
u , 。 ) 。平

, , 2
门 L ’ (D ;

(
。 。 , v 。

) )是方程

口 一
`

一
’

W
。 。 + 刁

。
平

。 。 = 借于P (
, , 。

) + Q (
。 , ”

)
a 口

的弱解
,

即对于所 有功。W
, , 2

门 L ’
(D

*

(
。 。 , v 。

) )均有

( 2 0 )

打
D月 ( u o 一 U o )

`平
· ` · + “ 。

W
· ` ·

,`
· `一 打

DR
(“ o , ” o )

p `
· ` · `一 打

一

。 , `· ` ·

D左 ( u o , U o )

取价= 平
,

利用 ( 1 6 )
,

得

C一

打
!二平 ,

: `· ` 。 、

仃〔 IA一 A
。

日
, 】+ 2】丑 一 B

。

11
5
1+ IC 一 C

。
1川

勺 ( u o , . 0 )
红 ( “ o , U o )

+ , E
。 一 “ ,〕 ,? , , 7 W ! d· d· + L

IJ
;“

·

W ! d· `·

( 2 1 )
。 双 (“ 。 , U o )

根据
。 b 《 : a l + 。 一 `

b
Z

(
e
> o )及假设 ( I )

,

得

IA 一 月
。

}}
r
! }7 活1甲平 }

, …
,

IE
一 E

。

日甲牙1 1甲W }

簇。 一 ’ b
: R Z a K

么

{甲乞!
么 + 。 17 平 !

“

应用 P o i n e a r e
不等式 ( ’办及 S e h w a r 乙

不等式
,

得

( 2 2 )

形一
。

r̀̀打
,“

·

评 ’` · d· “ Za

D三 (“ o一 U o )

}7 活 }
:
d: d。

U o )

, ·

仃
,二平 }

: ` · ` ·

}
红 (“ 。 , ” o )

( 2 3 )

将 ( 2 2 )
,

( 2 5 ) 代入 ( 2 1 )
,

选取适当 。 > o ; 得

、 、
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,甲 w ” `· `· ` C

{
R

: ·

打
D月 `“ o一” o

}7 牙 1
.
d o d。“”呀

+ R
:

{歹
!二 , }

: ` ·` ·

} ( 2 4 )
D左 ( “ o一 U o )

式中
,

C “ C (
a ,

b
, c , a ,

K )
.

结合 ( 18 ) 和 ( 2 9 )
,

得

,7 ` ” d· ` · ` c l

仔 )
’

一 ” o )

· c
:

{
R

: ·

J歹

仃
D左 (“ o ,

}7 勇 {
Z
d u d y

U。 )

“”u(0

}甲 ; i
’
d u d y + R :

D左 ( “

}甲牙 1
Z
d u d y } ( 2 5 )

D月 ( u o 一 u o )

J(
}二 , 一 (二“ )。 !

: ` · ` · 、 C !

(令 )
`

】7 落一 (甲乏 )
* 】Z

d : d 。
户.

.

J

0).t1口

户

I
Ju口抽淮.0,

D p ( u o 一 U o ) D左 ( “ o一 U o )

· c
:

{
R : ·

JJ
D卫 ( “ o , U。 )

}二 : !
: d · d · + *

:

JJ
!二 ` }

: ` · ` ·

}
( 2 6 )

D卫 ( “ 。 , U。 )

此处 C
,

和 2C 是与
a 、

b
、 c 、

。
、

K有关的常数
.

( l ) 设风是 g 的任一严格内子集
,

如果 g
。 , 。经 过 同 胚 映射 T对应的像集分别是。 。 ,

习
。

记二 = d i s t ( g
。 ,
口g )

,

构造紧子集 g : :
g

。
二二甜

;

二〔 甜
,

( 2 5 )式出发
,

用 〔 l 〕的方法证 得 7 之 (
: , v

)
。 L

l
·

全
( g

`

)
,

使得 d i s t (夕
: ,
口g )

二

票
,

从
心

而且

]{7 : }l
` _ 簇 e ( }}甲 ; l}

`
~

乙 2 , 2 (口 z )

此处常数 C仅依赖于
。 、

b
、 c 、 a 、

.a

( o <
a
< 1 )

,

由 ( 2 6 ) 获得

乙 2 (日 )

+ !17 : }{
,

~ )
工 2 , 2一 Z a ( g )

( 2 7 )

、 及二
.

显然
,

由7 ; 。 : , ” (城 ) 知守 ; 。 :
: , 2 ·

(石
,

,

仃
D p (“ o , U o )

, 7 ’ 一 `甲 ” 。 ,
’
d“ d” ` C

l

(令 )
`

D五 `

仃
,? ` 一 守̀ , ,

· `’ ` ·` ·

“ o , U o )

+ e
:
双

` + ` a
( }{守 ; l{

`
~ + }i甲 ; }l

,
~ )

石 1 一 t ( 口一 ) 乙名 , l a (口 l )

应用 〔 1 〕中引理 1

1

P l + Z a 打

,

推出不等式

l甲牙一 (7 牙) p t
:
d u d y (

1

P 盆十 , a

g
。
门

D p ( “ o , ” o 、

JJ
,7 ` 一 `甲 , , p `

’ ` · `。

刀尸 ( u一 ” o )

、卜」

ù叭a

_ 。 r l f t
乓七 .

飞了。 正 ”
D盆 (“ 0 . U O )

[甲卜 (甲 ” )
:
}
’
d u d。 + }Iv , }{

,
二 理 + !l甲 , }!

` 一 , . ( 盛J王 )

对所有夕
, o < 。 < 刀、 m i。 ( * 。

/ :
: ,

李 ) 及 (
u 。 , 。 。

) 。戴成立
,

注意到
自
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样
JJ

D ,
(
“ o , ” o

)

I甲卜 (甲牙)
;

l
’
d : ,

d 。 ( 11甲牙}}
’
一

,

}l甲乏11
`

~
: 2 ( 。 ) L l , ! ( 。 l )

《 !}甲活11
’

~ 及 11甲忍l}
’

_ 《 }I甲 ; {}
’

~
,

得
` 2 , I ( 口 ) 乙 2 , Z a ( 口 1 ) 乙 2 , : a (习 )

〔甲幻
乞

~ 二
}甲牙一 (甲牙) p !

.
d : `d 。

: 1 , 1 + l a (口。 )

S U P ~
( u o , U o ) e 口 。

~
o < P < d i a

m 口
。

1

P Z十 Z a
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