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滞后型泛函微分方程的M
。

稳定性研究

徐 远 通

( 数 学 系 )

摘 要

利用李雅普诺夫直接方法及比较原理
,

建立滞后型泛函微分方程M
。
稳定性的判定准 则

,

推广了 J
.

C
.

M 。 。 r即勺研究结果
.

关键词 M
。
稳定性

,

泛函微分方程
,

比较原理

1 基本概念和记号

在泛函微 分方程领域中
,

引入M
。

稳定性概念
( ` ’ “ 〕 ,

使解集和不变集有关研 究 从有

限维空间推广到无 限维空间
。

考虑以下广义初值问题

分二 F ( t , x ,
)

, x 。 = 梦 ( a ,

功)
, a ) o ( z )

此方程的相空间 C仍采用从 〔一 : , 。〕到尸的连续函数组成的空间
.

设泛函 F及梦有足够条件

保证解的存在性
。

以M ( R
, ,

C )表示从 R
,

到 C的映射 X 组成的空间
,

对于 t o R
, ,

记 llX ( t ) l}= 5 u p !X ( t )
`

(口) l
,

一 r `
0
` o

它局部可积且使得

溉p

f
`

”,X`:
, ,,d

`
< -

( 2 )

对 M (刀
, ,

C )我们引入记号
:

.!X },
` , :

垒J:
` ’

!}、 (
`

)日d`
,

对二
`。 ( *

十 ,
e )

又设M
。

( R
, ,

C )是M ( R
, ,

C )的子空间
,

一切 X o M
u

均满足

11X l!
s , : , o ,

当 t , co 时 ( 3 )

对于方程 ( 1 )
,

称 x 二 0是 M
。
不变集

,

若梦 ( a , o )。M
。
蕴 含着 解 映射 x ` (“

,
梦 ( a , o 〕

) 。M 。 ,

对一切忿) a 成立
。

使用 记 号
二 `

(协)全
x ,

(
。 ,

梦 ( 。
,

衬 )
.

设 : 二 。是 ( 1 ) 的 M
。
不变集

,

相应有以下定义
:

定义 1 给 定
。 > o ,

存 在
:

(
:

)
,

对 r。 )
:

(
:

)
,

存 在 占, 及 占2 ,

使彗得 11功11< 占
;

及

ilgr .(
,

们 11
。 , , 。

< 舀
:

时 x11
,
(功ll)

。 , 、 。
<

“ ,

对 t ) t 。 + 1 ,

则称
二 二 0是 M

。

稳 定 的
.

否则称为 M
。
不

植定
。

若舀
,

及己
:

与 t。无关
,

则称为M
、

一致稳定
.

定义 2 存 在
: 0

> o ,
父J“

。
)

: 。 ,

有 6 `及 6 1, ,

当 !1功11< 6 ` 及 }l笋 (
· ,

功) 日
。 ,

。 < 6 1/
时
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任给
“

>o,

必 有 T ,

使卜
`

(妇 }}
。 ,

t0 <
“ ,

对 t笋 t。 十 了 + `成立
,

则称 x 二 。 是 M
。

吸 引 的
.

若剐
,

6l,
, T均 与几无关

,

则称为 M
。

一致吸引
。

如果 M
。
稳定且万

。
吸引

,

则称为 M
。

渐近稳定 ; 若M
。

稳定和吸引均是一致的
,

则称为

M
。

一致渐近稳定
.

设李雅普诺夫函数 V o C ( R二 只 天 ” , 刀 )
,

记

,
. _ _ ,

。
、

、

△ f to 十 ’ T 厂 /
. _ _

, 。 、 、 」 _ _ 。 一 。 _ _

二
犷 J , `。 、 ` ’ 甲 a “ 以 ” 一 J ,。 犷 L` ’ 毕

’ “ 又以 夕夕u 。 , 一 ’
资

口

资 u , 毕
;`, 〔七 ·

而沿着 ( 1 )的解集
“ 平均值

” 的导数记为

、、JdllJJ性日乃
Z、̀

户 ,
,

一 、 △不二丁 1 f f f o + `

V o
.

, _

( t , 甲。 )兰 l i m 牛考l
-

L, , ` o 、

一
丁 。 `

一石二
。 +

h ` J t。

对一个连续函数
。 ,

如果
a

( 0)

记为aE K C ; 如果 一 a
才是凸函数

,

〔。 ( `
一

卜*
, x ( ` , 、 。 ) ( : + , )

) 一 。 (: ,二。 〔。 )
)〕 d J

}
= o且严格递增

,

则记为
。 。 K ; 如果

。
同时是凸函数

,

则记为
。 。 K C / 。

如果函数乙
。 K

,

11吞( !I梦
` · ,

价
,

11)!!
。 , `。

且对
。

> o及 t 。 ) o ,

存在占
,及占

: ,

使得 {}叻{1< 6 ;及 }{毋 (
· ,

价) i{a
, t。 < 6 :

时
,

< : ,

则记阮 P , 如果占
,

及己
:

与 t。无关
,

则记为欠 U 尸
.

2 主要定理

采用纯量比较方程

: ` = 口 ( t , : `
)

, :
( r。 ) 二 沪( t。 , 、 ,

) ( 5 )

这 里
, 。 “ C ( R

+ X R
+ ,

R )
,

动“ C ( R
+ X R + ,

R
+

)
,

以唁及 呱表示 ( 5 ) 在 `夕 `。 及 ` < r。 上过

( r。 ,

功( *。 , : .
) )的最大解

.

引理 〔3 ’ `〕设”
( ` )是 〔a 一 T ,

co )
一

匕的连续函 数
,

对 t妻 a ,

当 “
( ` + 6 ) ( “

石( t 十 口
, t

, ” ` t ,
)

,

一 下( 8 ( 0时有公 (` )毛习 ( `
, ” “ ,

)
,

则对适合
”

(专)镇
u

二( 若
, a , u 。

)
,

若
6 〔a 一 T , a 〕的 u 。

有

v
( t ) ( 。

鑫( r , a , 。 。

)
, t妻 a 。

定理 了 设 V( t ,

劝对
x
满足局部李普希兹条件

,

且

1 )
a

( }{
x

}})簇 V ( t , x
) ( 西( }}

x
{} )

, a o K C
,

乙。 P
,

2 ) 夕
。 , ,。

(`
, 甲。

) ( 。 (: ,
V 。 , : 。 ( t , 切。 ( o 〕

) )
, 中。 。 g

, t妻 r。 ,

其中
,

g 二 {甲
。 “ C

:
V

( , , ,。 ( t + o
, 中u ` 0 ,

) ( u

二( ` + 日
, ` ,

V 。 , ,。

( t , 甲。 ` o ,

) )
, 一 ,

·

( 0簇 O }
,

力{二么
,

由 ( 5 )对
“ = o是M

。

稳定推出 ( 1 )对 x = 。是对
。
稳定 的

.

证明 给定
。

> 0
,

由于 ( 5 )对
“ “ o 是M

。
稳定

,

故对
a ( :

) )
·

o ,

存在
:

(
:

)
,

、

哥Jr 。少 : ( 。 )
,

有“ :及。 ;
,

使
u ,

< 6厂及 }{必(
· , u“

) }}
。 ,

,。 < “二11寸{一
u

( , , · ,

动
〔 · , 2̀ , )

) {{
二 , 。

(
a

(
:

)
,

; J , ) : 。
一

卜 l ,

于是

}}
u

石(犷
, ’ ,

必(
’ , “ 带

) ) ! {
。 , 、 。

<
“

(
“

)
,

对 r办 才。 + ` ( 6 )
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对适合上述条件的尹及 i。妻 :
( e)

,

令

= i n f 天
“
石(若

, a ,

必( a , : ` . )
) l

a 一 : 戈若成
a , ,。 (

a
( t。 + 1 }

由喻沟连续性 知
: ) 。

.

附护
,

则存 在 6 l’’ 及盯
,

使得伸 }}< 叮及 {一梦 .(
,

树川
。 , , 。

< 。 : /

时

}{白( {{梦
〔 · ,

功, }}) }{
。 , ` 。

< :
.

取 。 , 一 m i 。 (。:
, 。犷)

, 。 2 二 rn i 。 ( 。二
, 。公)

.

由条件 2 )
,

可 以 令

甲。 ( 6 ) 二 x t ( a , 梦 ` a ,

功,
) ( 0 )

, 一 下镇 e落 o , ”
(` ) = V a , ,【,

( t , 甲。 ` 0
.

,
)

,

则

公( t )簇 g ( t , v ` , ,
)

, t ) r。

对
v (` + o )毛 u

石( t + o
, t

, v ` t ,
)

, 一 了毛 o ( o 成立
,

故利用引理得

v
( ` ) (

u

石( `
, a , u 。

)
, ` ) a ( 7 )

对适合
“ (言)毛呀 (言

, a , u 。

)
,

言( a 的 “ 。
成立

·

取
u 。 = 沪( a , u . )

,

则

{}` ( 1{梦 (
· ,

功) {一) 1{
。 , ,。

< : (
,`

石(若
, a ,

功( a , u .
) )

, t。成 a ( t。 + 1

由条件 1 )知

v (若)
二 V 。 , , 。 (省

, x 。
( 0 ) ) ( 日b ( l}梦 (

` ,

必)日) {1
。 , ,。

<
u

妥(省
, a ,

叻( a , “ 今 ) )

根 据 ( 了 )式
,

对 z ) a
有

v
( r ) (

u
奋( t , a 冲 ( a , u .

) )
, t 。镇 a ( t。 + 1

.

从而得 出

V a , , 。 (`
, 甲a

( o ) )毛 i{
u

喜( `
, ’ ,

功(
· , u .

) ) !l
。 ,

,。 , ` ) `。 + 1

由 ( 6 )式及条件 1 )得到

a
( }l

x , (
· ,
梦 (

· ,

价) ) l}
。 , ,。

) <
a

(
“

)
, t ) t。 + 1

因此
,

}lx
:
(价) l}

。 , ,。 < “ ,

对 t ) t。 + 1
.

定理 1 成立
.

推论 若定理 1 条件成立
,

阮 U尸
,

且刀与0t 无关
,

则 ( 5 )对
n 二 0是M

。
一致稳 定推出

( 1 )对
x = o是M

。

一致稳定
。

定理 2 如果定理 1条件成立
,

则由( 5 )对
: = 0是M

。
渐近稳定可推出 ( 1 )对

x 二 0是

M
。
渐近稳定

,

证明

近稳定
,

对
a

(
。

)
,

这时因 ( 1 )对
x = O是M

。
稳定

,

故只需证其M
。
吸引

.

存在
r 。 ,

对 t 。 》 : 。 ,

有时 及盯
,

当尹 < a0’ 及 n拭 ,, 砂 )l]

存在 T ( t。 , 。
)

,

使得 t ) t。 + T + 1时

1I
u

( t , · ,

动(
· , ` .

) ) 11
。 , ,。

<
a

(
。

)

由于 ( 5 )对
u “ o是M

。

渐

。 ,
, <盯时

,

任给
。

> 0 ,

令

仍有叮> o ,

, 二 i n f {
u

石(言
, a , “ .

)
: a 一 1成言簇口 ,

t。 ( a 簇 t。 + 1 }

( 8 )

( 9 )

且由西̀ p ,

有 6产及 6 1, ,

1陌1}< 占
`及 !1梦 (

· ,

价)】}a
,

, < 6 1,
时

!{b ( 11梦 (
· ,

叻)日) 11
。 ,

,。 < : ,

对 t。 ) ` 。 ·

而从定理 1 的论证中
,

对 : ) : 。 十 1有
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V 。 , ,。

( `
, 职。

( o ) )蕊 {}
u

荔( `
, ’ ,

功(
’ , “ .

) ) l}
a ,

,。 ( 1 0 )

由 ( 8 )式则得

}{
u

石( `
,
一价(

· , “ .
) ) }t

o ,
,。 <

a
(

e
)

, ` ) `。 + T + 1

从条件 1 )及 ( 1 0) 式得到
a

( }{x 才(
· ,
梦 (

· ,

叻) ) }{
。 ,

t。 ) <
a

(
“

)
, t ) t。 + T + 1

因 此
,

1}
x t帅 ) }}

。 ,
r。 <

“ ,

对 t ) t。 + T + 1成立
.

定理 2 得证
.

推论 若定理条件成立
,

阮 U P
,

(的中刃与 0t 无关
,

则 ( 5 )对
。 二 O是M

。

一致 渐 近 稳

定推 出 ( 1 )对 x = 。有同样稳定性
.

现设 V
: R x C ` R是连续泛函

,

D
+

V ( t , 甲 ) 二 l i m
止

h斗
o +

对甲
。 C

,

定义

〔V (￡+ h
, x , + ` ( t , 甲 ) ) 一 V ( r , 中 )〕

并采用 记 号
:

定理 3

;
: , ,。

(。
:

)垒J::
“ V (

￡ ,

功
·

, d￡
,

对`
: · C

·

设泛函 V o C ( R x C
, R )满足

i ) V ( , , 甲 )毛
a

( 1}甲 ( o ) }} )
, a o K C / ,

z ) 对 任 给 占> o 及 t。 ) o ,

有功
` C

,

l陌}}< 占
,

1四 (
· ,

功) {l
a , ,。

< 占
,

使 得

V a ,
t 。 (梦 ( a ,

叻) ) > 0 ,

3 ) D
十

V ( , , 甲 ) ) b ( }}甲 ( 0 ) 1})
,
乙。 K C ,

那 么
,

方程 ( 1 )对 x = O是M
。

不稳定的
。

证明 若不然
,

则定义 i 成立
,

取 6 = m i n
( 6

, ,
6

2

) > 0 ,

由条件 2 )
,

有叻
。 C

,

使 }}叻{}< 占
,

}l梦 (
· ,

叻) }}
。 , ,。

< 6
,

V 。 , ,。

(梦 ( a ,

叻) ) > o
·

而根据条件 l )
,

则可推 出对 t ) t。 + 1 ,

有

V 。 , ,。

( t , x ,
(口

,
梦 ( “

,

叻) ) )簇
a

( 1}
x ,

( a ,
梦 (。

,

叻) ) 11
。 ,

,。 ) ( a
(
“

) ( 1 1 )

由条件 3 )知V ( t ,

xt ( a ,

梦 ( a ,

功) ) )对 t递增
,

故可推 出

V a , ,。

(梦 ( a ,

叻) )毛V a ,
,。 ( t

, x , ( a ,
梦 ( a ,

叻) ) )簇
a

( !!x , (叻) }i
。 ,

,。 ) ( 1 2 )

从而由 ( 1 2 )式得
a 一 ’

( V。 , ,。 (梦 ( a ,

叻川 簇 (}x , (功) }}
。 ,

,。

令丫
= b (

a 一 `

( V 。 , ,。

(梦 ( a ,

价) ) ) )
,

则从条件 3 )得出

; ( :
. 二 ,

( 。
.

。 ( 。
.

。 ) ) ) ) F (。
,

, (。
,

。 ) ) +

I
` 。( }}二

:

( 。
,

。 ( 。
,

功) ) ( 。 ) }! ) d :

` J

于是
`

。。 , ,。 ( : ,

一 ( ·
,
* ( ·

,

, ) ) ) ) y口
,

,。 (。 (·
, 。 )卜断:

。十 : 。 (一〔、 。 , ,。

(。 (一 价) ) ) ) d￡

妻 V。 ,
t。 (梦 (口

,

价) ) + 了(卜 t。 一 1 )

因此得出
:

{-mL
V a , `。

( `
, x ` (口

,
梦 (“

,

劝) ) ) “ + co
,

与 (“ )式矛盾
·
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注记 上面只对集
” x 二 0“ 讨论了万

。
稳定性

.

对一般的集 g 仁 C
,

可类似给出M
。

稳定

性定义
,

并得出类似定理 1 到定理 3 的结论
。

最后
,

给出一个例子说明定理的应用
.

例 分 = F ( t, xt )
, x a 二 叻

, a ) 0

才几才马、口.、

一一其 中 F ( r
,

甲 )

一 。 , ( 。 ) 一

气咖
,

(
一 :

) + * ,
( : )〕

,

对。 ( o ) 、 o ,

切气U )

一
久
尹

( t )
,

对甲 ( o )
= 0

.

t

(
a > o ,

乡> O )

/ (亡) 二

{
耳 = 尺

2 : `

( t 一 n ) + 扎

一 Z n 今

( t 一 n
) + 刀

n 一 命< ` < ·

0

” 灯 ` <
· 十

命
对其它的 t ) 0

除一个零测集以外
,

丸尹 ( )t 均存在
.

方程
: ’ = 一

几’
( t )的正解为

:
( t , s ,

必(
s , u .

) ) = 。 带 + 丸( t。 ) 一 几( t )毛
u带 + 几( t。 )

,

而
l::

“ “ (
`

) d ￡ 对才。、 ·
( `。 + `

秋
于
命

,

故一 0是 M
。

一致稳定
.

x 2

取 V ( r , x
) = 一 则 V ( t ,

x) 满足定理 1 的条件 1 )且
2

亡( t , x ) 二 一 。 x

以 : `了 = 一 又/
( t )为比较方程

,

2

( t ) 一 乙
x ,

( t一 r
) 一 久

/

( t ) ( 一 几`
( t )

则条件 2 )也满足
,

故此方程对
x “ O是M

。
稳定的

。
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