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摘 要 应用单元格试探作用量变分法研究 2 十 1 维U ( l) 格点规范场的相图
.

解析地计

算出序参量一一平均元格能量
,

与M C方法所得结果符合很好
.

证实 2 十 1 维 U ( l) 格点规

范理论是禁闭的
.

消除了以往文献中用单链试探作用量变分法出现的不 正确的一级相变点
,

还可以很方便地计算到比M C方法的刀更大的深度弱祸合区
.

关键词 毒爵孰碗迪论
,

U ( 1 )规范理论

1 9 7 4年
,

W il s o n
成功地提出了一个非微扰处理强作用的理论方法 -

一格点 规 范 理
论

〔 ` 〕 .

这一理论提供了最方便的定域规范不变的正规化 方 法
.

10 多年来
,

人 们 采 用

M on et C ar lo 数值模拟方法 ( M C方法 ) 已经得到了关于非微扰效应的许多重要结 果
,

特别是说明了量子色动力学具有色禁闭的重要性质
.

然而
,

格点规范理论还必须同时证

明量子电动力学的格点形式—
U ( 1 )格点规范理论没有禁闭性质

.

M C 方 法结果
〔 ’ ,

”

确实表明在时空维数 D ) 4 时
,

U ( 1 )格点规范理论至少有两个相
,

发生了解除禁 闭 的

相变
。

而在 D < 4 时
,

U ( 1 )格点规范理论只有一个禁闭相
.

格点规范理论的解析研究也有一定进展
,

在讨论纯规范场相结构方面
,

比较成功的

理论是平均场方法
、

作用量变分法
、

作用量变分
一

累积展开方法等
〔 ` , 5 ’ .

但它们都 有 各

自的适用范围和局限性
.

在应用于讨论 2 + 1 维U ( 1) 格点规范理论的相结构 时
,

都出

现了不 正确的一级相变点
.

其原因在于使用了 “
单链试探作用量

” .

本文应用作用量变

分法时
,

采用 “ 单元格试探作用量
”
研究 2 + 1 维 U ( l) 格点规范理论的相图

,

得 出与

M C方法一致的结果
,

证实 2 + 1 维U ( 1) 格点规范理论是禁闭的
.

本文的方法可 以 很

方便地计算到口更大的深度弱祸合区
。

作用量变分法与变分累积展开法

在格点规范理论中
,

S U (N )纯规范场 的作用量 S为

S 二

命粤
`· ` U , + U二, ( 1 )

相应的配分函数 Z和自由能 W分别为
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·
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z 二 !D U`己“ ,

D U , ”

早
dU ` ( 2 )

W = 一 标 2
.

一

〔 3 )

式中
,

U I为链 l上规范群的一个元素
,

夕= ZN /扩
, g为祸合常数

.

P代表元方格
,

U , 为组

成元方格 P的 4个链上的 lU 的乘积
.

目前还不能准确计算由式 ( 2 )确定的配分函数 Z
,

因此要采取各种 近似 方法
。

假如

我们用能够严格准确计算的试探作用量 S
。

代替作用量 S
,

引进相应的试探配分函数 Z
。
和

试探自由能W
。 ,

它们分别为

z
。 =

丁
D U , · ’ 。

W
。 = 一 I n Z

。

利用凸性不等式

<
e ` 一 ` 。

>
。 夯 。 < ` 一 ￡, 》 。

得

平 ( 平
e , , , -

其中 < >
。
是在试探作用量 S

。

中的平均值
,

而

砰
。 , , , ,三 W

。 一 < S 一 S
。

>
。

由以上不等式可见
,

选 S
。
应使平

。 , , , ,
为最小

.

通常S
。

依赖变分参数
: ,

小值条件

d平
。 , , , ,

/夕
二 二 o ,

口 ,平
e ,

川 /日
2 2
> o

确定变分参数
z 的值

,

这相当于选取一级近似自由能的极小值
。

这时
,

能平的上限
.

在研究纯规范场的相变时
,

序参量为平均元格内能 E那

( 4 )

( 5 )

直、.尹`

l
产

八Ot̀
了̀、产..、

( 8 )

则对
二
变分

,
`

由极

( 9 )

w 。 , , :

给 出自由

: , 一 ( 1 /、 , ) < 习〔 卜斋
, r

(U , + 。二)〕> = 1 + ( 1 / 、 p )
器

( 1 0 )

p ` 孟 , ` u 尸

式中
,

N p为元格的总数
.

从 E p 一夕曲线
,

就可以讨论此系统的相结构
.

以上就是作用 量

变分法的原理
.

显然这方法的近似程度依赖于 S
。
的选择

.

为了作进一步的改进
,

人们发展了变分
一

累积展开法“ ’ .

即在 ( 6 )式中对 <es
一 ` 。

>
。

作

累积展开
,

得

W =
平

。 一

客六
K

·

`“
, ·

,

式中
,

K
。

(口
, :
) = < ( S 一 S

。

)
”

>
c

c表示累积展开
.

在级数 ( 1 1) 式中
,

若只取到 m级项
,

便得自由能的 m级近似值

、 二二
。
了了

,
二 = 砰

。 一

名
:

六
K

·

(夕
, : )

( 1 1 )

( 1 2 )

( 1 3 )

变分
一
累积展开的优点是可作逐级近 似

。

值 得 指 出
,

虽 然 W le 川 ) W
,

但 当 二 > l ,

W
。 , , , 。 可能大于VI

,

也可能小于 VI
.

而且对固定某个 m > 1值
, “ 变分参数

” : 取 不同

值时
,

平
e ; , ,

二 (口
,

约也可能大于或小于W
。

由于平是未知的
,

所以 预 先 无 法 由平
e , , ,

,

(夕
, :

)的计算确定参数
:
的值

.

文献〔 5 〕提出由w 。 川极小确定参数云的值
一

后
,

一

再 代 入
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( 1 )3 式求得 W的近似值
.

这是可行的
,

也得到了较好的结果
,

但尚无严格的理论证 明这

种取法的收敛性
.

通常使用的试探作用量 S 。

为

S
。 二

命甲
,· (U ` + U矛 ( 1 4 )

即为各个链变量 lU之和
, z
为变分参数

,

称之为
“
单链试探作用量

” .

其优点是可 以 解

析地计算W
。
和 K

。

(口
,

2)
.

但这种单链试探作用量在强祸合区
,

求 平
。
ff

, ,

极小值的 方 程

( 9 )中
,

总有平庸解
z 二 0 ,

当夕) 夕
。 ,

W
o
f f

, ,

极小条件 ( 9 )式出现多重根
,

选取平
e ; , , ,

最低值的根
,

可得变分参数
z 今 。 ,

这就使序参数 E , 一夕曲线在夕巴夕
。
附近 出现跳跃

,

得出

不正确的一级相变点
.

变分一累积展开法计算到二级或三级近似
,

可以减 少 这 种 跳 跃

量
,

使 E p 一夕曲线接近于连续
,

但终究不能使人满意
.

2 单元格试探作用量计算的结果

以下具体讨论 2 + 1 维 U ( 1 )格点规范场
.

以 。
,

1 , 2 分别标记时间 方 向
、 x 方

向和夕方向
,

于是沿 3 个方向上的链变量 lU 分别记 为 U
。

( t , x ,
, )

,

U
,

(t
, x ,

, )和 U
Z

(t
, x ,

夕 )
.

在产
v。

, , = o , z , 2 )平面上的元格变量U ,
分别记为U

。 工

( t
, x .

夕)
,

U
。 :

( t , x ,

夕 ) 和

U : :
( t , x , 夕)

.

配分函数 ( l )具体化为

z =

J
D U

O
D U

I
D U 。 一 。 。

口
2 七入 尸 从

.

石
乙
习 ( U

。 : + U
。 : + U , 2 + h

. e .

)〕 ( 1 5 )
t一 x 一 y

式中
,

独立变量是链变量U
。 ,

U
, ,

U
Z ,

指数上的元格变量U
。 , ,

U
o Z

和 U , 2

在求积 分 时
,

要用链变量表示
.

文献〔 6 〕指出可以将独立变量改为元格变量 U
。 ,

( :
, x ,

夕 )
,

U
。 2

( t , x , 夕 、

和 U
: :
( t。 , x , 夕 ) ( 式中 t。为某个固定的数值 )

,

而且配分函数可改写为

: 二

【n 。
。 ,

D u
o o

D u
, 2

( ,。 , 二 , , )
。 x p 〔省 习 (。

。 , + :
。 2 + 。

. 。 .

) 吞
J ” ` 一

“
’ “

“
“ `

一 2 八箭 y
` “ ` 一 目 `

一

”
`

2

式中
,

U
: :
( t , x , 夕)要用独立的元格变量表示

,

其值为

u
: 2

( :
, x ,

y ) = 7六( :
, x , 。 ) F

工2

( ,。
, x ,

, ) F矗 ( ,
, x + z ,

y ) 下几

V
。 ,

( t , x ,
夕 + l ) V

。 2

( t , x , 夕 )

习 ( U
: 2 十 人

. 0 .

)〕
, 义 , y

( 1 6 )

( t 。 , x , 夕 + 1 )
-

( 17 )

式中
。孟( , , 尤 ,

, ) 二`

行
。几 ( ,

/ , 万 ,

, )

t , 二 t

V
; 2

( r。 , x , 夕 ) 二
y 叮

l

n U
, :

( t。
, x ,

, 尹 )
y , ! y

。矗( :
, 二 ,

, ) 二 `

宜
。矗( , , , 二 ,

, )

才, 。 t

( t。 , x 。 , ; 。

)为格点中取定的一个固定点
,

通常取最大值的点
.

我们选取试择作用量
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5
1 =

号
,

,

熟 ( U
。 】 + U

O Z + “… , + 号易 ( U
12

(`
。 , X , “ ) + “… ) ( ` 8 )

即各个独立的元格变量之和
,

称之为
“
单元格试探作用量

” .

相应的试探配分函数为

z
工 =

f D 。 。 :
D二

。 Z
D :

: :

( ,。 , 万 ,
, ) 。 x p 〔县 万

J ` 八劣
,夕

( U
。 、 + U

。 : + 人
. c .

2

十 —2
习 ( U

, 2

( to x 万 ) + 人
. e .

)〕
戈 ,

y

=

〔I
D 。一争

` U ` “ ` ’

〕
” ’ · ` N ·

( 19 )

式中N
; = ZN

,

N
Z
N

。 + N
,
N :
为独立元格变量数

,

N
。 ,

N
,

和 N
Z

分别为沿 t。 , x 和 , 方向上格

点的总数
. :
为变分参数

,

由相应的自由能极小条件确定
.

对于 U ( 1 )规范群
,

( 19 )式中的单链积分Z容易求出
,

得

D U e x p 〔
音( U + U

`

,〕 = ` 。

(
z
) ( 2 0 )

.r月口

一一Z

I
。

为零阶虚宗量贝塞尔函数
.

代进式 ( 8 )
,

便得应用单元格试探作用量的自 由能近似值

平 “ 平咨少圣
, :

一
, n z

, 一 < “ 一 : ,
>

:

= 一 N
·` n ` 。

`: , 一 N
·

`“ 一 “
,。

1

`:
, 一

告
N工 N

Z“ , : /“
一 , : , ` 2` ,

式中
, 万 :

兰 I
:

(约 / I
。

(的
,

I
:

( )z 为一阶虚宗量贝塞尔函数
.

在各方向上的格点数 N
。 ,

N
;

和 N :
都” co 时

,

最后一项 的贡献可以忽略
.

代入自由能极小条件 ( 9 )式
,

得到 变 分 参

数
: 二 夕

.

于是我们得到自由能密度平 “ ,和序参量刀么
` ’ 分别为

w
` , , 二 一 In z

。
(口) ( 2 2 )

刀二
, ’ 二 1 一 。 :

(夕) ( 2 3 )

为了比较
,

以下列出采用单链试探作用量0S 计算所得的自由能密度w ` 。 , 和序参量 E二
” ’

分别为
、、户了、 .,产

月生氏」9自,é
J

`
、
/.、

w
。。 , 二 一 In :

。 一 口, :
一 : , :

当夕< 1
.

4

4
` .1

夕一

,土,口夕̀..̀,̀吸、

一一

、,ùU(P
E

式中变分参数
:
由极小值条件 ( 9

{
之 = 0

: = 4夕y
:

(
:
)

,

当夕妻 1
.

4

)式确定
,

即

当口< 1
.

4

当口) 1
.

4 ,

取最上面分支

由( 2 5 )式可 见
,

计算所得不符
.

心
。 ’
在尽

= 1
.

4附近有跳跃
,

在强祸合 区 ( 夕< 1
.

4 ) E二
。 ’ = 1

( 2 6 )

与 M C

如果采用变分
一累积展开方法作修正

,

仍采用 ( 2 6 )式的变分参数
:
的值

,

计算到二级
,

可得
〔 5 〕
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畔夕
, ? = 一 ` n l 。 一

斌
+

毯 ;
〔: 2 ` , 2 一 2 , :

+ ` , 十 刀
“
( 1 + , /

:
一 26“ {

+ 1 2 , }
+ 22 , {

, :

) + s口: ( 2 , :
一 ,

2 一 z ) , }〕

“
那

= ` 一 , :
一

委
一

口( ` 十 , :
一 2“

十 `
斌

十 `

喃
2

, + 2· `:
2一

斌
+ ` , “ :

式中夕
2
二 1

2

(动 / I
。

(
: )

,

I
:

(动为二阶虚宗量贝塞尔函数
。

式中的: 取 ( 26 )式的值
。

( 2 7 )

( 2 8 )

3 讨论与结论

图 1 分另lJ给出 E么
。 ’ ,

E ; :;和
E弘

` ’ 一口的函数关系并与 M C方法计算所得结果
` ” 进行

比较
.

从图 1中可 见
, E二

。 ’ 一厅曲线与 M c 方法计算结果不符
.

E二{:
一月曲线虽然有了很大

改进
,

在强祸合区补上了强祸合极限值
:

E 尹 (夕州 。 , : = o ) = 1 一 (口/ 2 ) ( 2 9 )

并显著地缩小了在夕
。 二 1

.

4附近的跳跃值
,

但仍有跳跃
,

显出有一级相变点
,

而其 计 算 摹

式子巳经十分复杂
.

用单元格试探作用量所得的 E岁
’ 一月曲线是光滑的

,

与 M C方法计算

结果相符
,

消除了用 S
。
得到的不正确的一级相变点

。

图 1

F 19
.

1

+ 1维 U ( 1 )格点规范场的相图

E p v s

刀 f o r Z + 1 D U ( z ) L G T

实 线 (
C

)为 E

言
,一刀

,

虚 线 (
a

)为 F
厂

, 一刀
,

虚线 ( b )为 E

岁
: 一

刀
,

实心点 . 为 M C方法计算的结果
,

取自参考文献〔 2 〕

图 2 分别给出近似自由能密度W `。 ’ 和W `” 一
夕的关系

.

可见用单元格试探作用量 所

日
。 `

。

卜一 ,
。

O J

图 2 2 + 1维 U ( 1 )格点规范场的近似自

由能密度W与刀的关系

F 19
.

2 F r e e e n e r g y p e r p l a q u e t t e W v s

刀 f o r Z + 1 D U ( 1 ) L G T

眺 ( a) 单链试探作用量计算的自由能密度W (0)

( b) 单元格试探作用量计算的自由能密度

W ( 1 )
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矜

得的自由能密度W “ ’ 总比用单链试探作用量所得的W ` “ ’ 要小
,

即更接近准确的自 由能

密度的值
.

说明了单元格试探作用量计算的序参量与 M C方法计算相符的原因
.

因 此
,

本文的计算证实了 2 + 1 维U ( 1 )格点规范理论是禁闭的
.
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